Google 



This is a digital copy of a book that was prcscrvod for gcncrations on library shclvcs bcforc it was carcfully scannod by Google as pari of a projcct 

to make the world's books discoverablc online. 

It has survived long enough for the Copyright to expire and the book to enter the public domain. A public domain book is one that was never subject 

to Copyright or whose legal Copyright term has expired. Whether a book is in the public domain may vary country to country. Public domain books 

are our gateways to the past, representing a wealth of history, cultuie and knowledge that's often difficult to discover. 

Marks, notations and other maiginalia present in the original volume will appear in this flle - a reminder of this book's long journcy from the 

publisher to a library and finally to you. 

Usage guidelines 

Google is proud to partner with libraries to digitize public domain materials and make them widely accessible. Public domain books belong to the 
public and we are merely their custodians. Nevertheless, this work is expensive, so in order to keep providing this resource, we have taken Steps to 
prcvcnt abuse by commercial parties, including placing lechnical restrictions on automated querying. 
We also ask that you: 

+ Make non-commercial use ofthefiles We designed Google Book Search for use by individuals, and we request that you use these files for 
personal, non-commercial purposes. 

+ Refrain fivm automated querying Do not send automated queries of any sort to Google's System: If you are conducting research on machinc 
translation, optical character recognition or other areas where access to a laige amount of text is helpful, please contact us. We encouragc the 
use of public domain materials for these purposes and may be able to help. 

+ Maintain attributionTht GoogXt "watermark" you see on each flle is essential for informingpcoplcabout this projcct and hclping them lind 
additional materials through Google Book Search. Please do not remove it. 

+ Keep it legal Whatever your use, remember that you are lesponsible for ensuring that what you are doing is legal. Do not assume that just 
because we believe a book is in the public domain for users in the United States, that the work is also in the public domain for users in other 
countries. Whether a book is still in Copyright varies from country to country, and we can'l offer guidance on whether any speciflc use of 
any speciflc book is allowed. Please do not assume that a book's appearance in Google Book Search mcans it can bc used in any manner 
anywhere in the world. Copyright infringement liabili^ can be quite severe. 

Äbout Google Book Search 

Google's mission is to organizc the world's Information and to make it univcrsally accessible and uscful. Google Book Search hclps rcadcrs 
discover the world's books while hclping authors and publishers rcach ncw audicnccs. You can search through the füll icxi of ihis book on the web 

at |http: //books. google .com/l 



Google 



IJber dieses Buch 

Dies ist ein digitales Exemplar eines Buches, das seit Generationen in den Realen der Bibliotheken aufbewahrt wurde, bevor es von Google im 
Rahmen eines Projekts, mit dem die Bücher dieser Welt online verfugbar gemacht werden sollen, sorgfältig gescannt wurde. 
Das Buch hat das Uiheberrecht überdauert und kann nun öffentlich zugänglich gemacht werden. Ein öffentlich zugängliches Buch ist ein Buch, 
das niemals Urheberrechten unterlag oder bei dem die Schutzfrist des Urheberrechts abgelaufen ist. Ob ein Buch öffentlich zugänglich ist, kann 
von Land zu Land unterschiedlich sein. Öffentlich zugängliche Bücher sind unser Tor zur Vergangenheit und stellen ein geschichtliches, kulturelles 
und wissenschaftliches Vermögen dar, das häufig nur schwierig zu entdecken ist. 

Gebrauchsspuren, Anmerkungen und andere Randbemerkungen, die im Originalband enthalten sind, finden sich auch in dieser Datei - eine Erin- 
nerung an die lange Reise, die das Buch vom Verleger zu einer Bibliothek und weiter zu Ihnen hinter sich gebracht hat. 

Nu tzungsrichtlinien 

Google ist stolz, mit Bibliotheken in Partnerschaft lieber Zusammenarbeit öffentlich zugängliches Material zu digitalisieren und einer breiten Masse 
zugänglich zu machen. Öffentlich zugängliche Bücher gehören der Öffentlichkeit, und wir sind nur ihre Hüter. Nie htsdesto trotz ist diese 
Arbeit kostspielig. Um diese Ressource weiterhin zur Verfügung stellen zu können, haben wir Schritte unternommen, um den Missbrauch durch 
kommerzielle Parteien zu veihindem. Dazu gehören technische Einschränkungen für automatisierte Abfragen. 
Wir bitten Sie um Einhaltung folgender Richtlinien: 

+ Nutzung der Dateien zu nichtkommerziellen Zwecken Wir haben Google Buchsuche Tür Endanwender konzipiert und möchten, dass Sie diese 
Dateien nur für persönliche, nichtkommerzielle Zwecke verwenden. 

+ Keine automatisierten Abfragen Senden Sie keine automatisierten Abfragen irgendwelcher Art an das Google-System. Wenn Sie Recherchen 
über maschinelle Übersetzung, optische Zeichenerkennung oder andere Bereiche durchführen, in denen der Zugang zu Text in großen Mengen 
nützlich ist, wenden Sie sich bitte an uns. Wir fördern die Nutzung des öffentlich zugänglichen Materials fürdieseZwecke und können Ihnen 
unter Umständen helfen. 

+ Beibehaltung von Google-MarkenelementenDas "Wasserzeichen" von Google, das Sie in jeder Datei finden, ist wichtig zur Information über 
dieses Projekt und hilft den Anwendern weiteres Material über Google Buchsuche zu finden. Bitte entfernen Sie das Wasserzeichen nicht. 

+ Bewegen Sie sich innerhalb der Legalität Unabhängig von Ihrem Verwendungszweck müssen Sie sich Ihrer Verantwortung bewusst sein, 
sicherzustellen, dass Ihre Nutzung legal ist. Gehen Sie nicht davon aus, dass ein Buch, das nach unserem Dafürhalten für Nutzer in den USA 
öffentlich zugänglich ist, auch für Nutzer in anderen Ländern öffentlich zugänglich ist. Ob ein Buch noch dem Urheberrecht unterliegt, ist 
von Land zu Land verschieden. Wir können keine Beratung leisten, ob eine bestimmte Nutzung eines bestimmten Buches gesetzlich zulässig 
ist. Gehen Sie nicht davon aus, dass das Erscheinen eines Buchs in Google Buchsuche bedeutet, dass es in jeder Form und überall auf der 
Welt verwendet werden kann. Eine Urheberrechtsverletzung kann schwerwiegende Folgen haben. 

Über Google Buchsuche 

Das Ziel von Google besteht darin, die weltweiten Informationen zu organisieren und allgemein nutzbar und zugänglich zu machen. Google 
Buchsuche hilft Lesern dabei, die Bücher dieser We lt zu entdecken, und unterstützt Au toren und Verleger dabei, neue Zielgruppcn zu erreichen. 
Den gesamten Buchtext können Sie im Internet unter |http: //books . google .coiril durchsuchen. 



* *?» 



\a v_> 



Journal 



f ü r die 



reine und angewandte Mathematik 



In zwanglosen Heften. 



Heransgegeben 



Ton 



A. L. C r e 1 1 e. 



Mit tbStiger Beförderung liolu^r; Königlich ^Freufsischer Behörden. 






Ja m 



• • ' « 



11 ' ■^™^— ■ ■""•n" 



• - * • 



« . fc 



Dreizehnter Band, 

in vier Heften. 
Mit drei Kapfertafeln. 



Berlin, 1835. 

Bei Q. Reimer. 

Et Be troove ä Paris chez Mi Bachelier (succosseur de M"»« V« Conrcier), 
Libraire pour les Math^matiques etc. Quai des Aagastins No. 55. 



115985 



• • • • 



• • • < 



1 1 « 






• • 



►; 



• • • 



« • 



« • • 









• _ • 






•• • •• • 

• • • « 



Inhaltsverzeichnifs 

des dreizehnten Bandes, nach den Gegenständen. 



I. Reine Mathematik. 
AK?':i*'- 1. A n a 1 y 8 i 8. 

1. Application de la m^tbode des moyenhes k la transformation, au calcul 
Dum^rique et ä la dätermiDation des limites du reste des söries. (M^ 
nioire lu h VAcad^nne des sciences de Paris, le lundi 30 Juillet 1833; 

par M. J. V, Poncelet, chef de Bataillon du G^nie.) I. 1 

2. De funetioniDus duamni variabilium quadrupliciter periodicis, quibus 
theoria transcendentium Abelianarum innititur. Auet C. G. J. Jacobi, 

prof. ord. matb. Regioni I. bb 

5. Memoire sur Tint^gration d'une classe de fonctions transcendantes. Par 

Mr. Joseph LioumUe h Paris « II. 93 

6. Die Sätze von Fourier und Sturm zur Theorie der algebraischen Glei- 
chungen II. 119 

8. Zwei analytische Abhandlungen von Herrn 8. Loetceffstern, Cand. philos. 

zu Dorpat IL 159 

u. 168 

9. Über die Convergenz und Divergenz der unendlichen Reihen. Von Herrn 

E. E. Kummer, Dr. phil II. 171 

IL Wie sich die Division mitzählen erleichtern und zugleich sicherer aus- 

fUbVen^läfst^ als auf die gewöhnliche Weise III. 209 

12. Memoire sur luf^agc que Von peut faire de la formule de Fourier, 

dans le calcul des diff6rentielles i indices quelconques. Par Mr. Joseph 

LioutiUe h Paris III. 219 

14. Einfacher Beweis eines Satzes der Combinationslehre. Vom Herrn Prof. 

Dr. Förstemann zu Dauzig III. 237 

15. Zur Begründung und Erweiterung der V<'\riationsrechnung. Von Herrn 

Dr. A. MüUer, in Heidelberg 111. 240 

16. Einiges von Nilherungen in der Analysis. Von Herrn N. W, Schulze, 
Lehrer der Mathematik zu Rudolstadt III. 250 

17. Two analvtical essays by Mr. W. H. Miller and Ch. Brooke, prof. at 

St. Johns College at Cambridge IIL 257 

u. 260 

21. Sur la valeur approcb^e Unfaire et rationnelle des radicaux de la forme 
yCa' + 6'), •(a'-6*) etc. Par Mr. J. V. Poncelet, chef de Bataillon 

du Gönie IV. 277 

22. Unterschiede der einfachen Functionen. Von dem Herrn Prof. Oeitmger 
zu Heidelberg. (Fortsetzung von No. 6. und 14. Band XI. und No. 24. 

Band XII.) IV. 292 

23. Fortsetzung des Vorigen. Aufstufungen der zusammengesetzten Func- 
tionen IV. 316 

24. Fortsetzung des Vorigen. Unterschiede und Aufstufungen der zusam- 
mengesetzten Functionen IV. 329 

25. Observatiunculae ad theoriani aequationum peninentes. Auct. C. G. J. 
Jacobi, prof. ord. math. Regioni IV. 340 



IT Inhaliiverzeichnifi des dreizehnten Bandes. 

Nr. d«r 
Abhandlung. Hell Seite. 

26. De U8U theoriae ioteg^alium ellipticorum et integralium Abeiianorom in 
analysi Diophantea. Auct. C. G. J. Jacobi, prof. ord. math. Regiom. IV. 363 

27. BSn neuer Satz über die Primzahlen. Von dem Herrn Prof. der Matl^. 

Dr. Steiner, an der Universität zu Berlin IV. 356 

2. Geometrie. 

3. Einige Sätze aus der Sphärik. Von Heren 5. Loewenstem, Cand. philos. 

zu uorpat I. 79 

4. Beiträge zur sphärischen Trigonometrie. Von Herrn C A. Bretechnei" 

der, Auditor beim Justiz-Collegio zu Gotha I. 85 

. 7. Sdilufs dieser Abhandlung U. 145 

8. Einiges über die Flächen. Von Herrn S. Loewenstern, Cand. phil. tu 

Dorpat n. 163 

10. Bemerkungen über die kleinste Fläche innerhalb gegebener Grenzen. 

Von Herrn Prof. ff. F. Scherk in Kiel IH. 185 

13. Umkehrung des Ptoloroäischen Satzes. Von Herrn Prof. Dr. Föntemann, 

zu Danzig III. 233 

18. Beitrag zur analytischen Sphärik. Von Herrn Prof. I>r. £. Gudermann 

zu Münster HI. 262 

3. Mechanik. 

19. Sur les pressions exerc^es par un corpe pesant qui repose sur plusieurs 
appuis. Par Mr. Pagani, prof. ord. k la facult^ des sciences de Tuni- 
versite de Liöge III. 270 

n. Angewandte Matlieinatik. 

17. An investigation of fhe caustics produced by successive reflexion at sphe- 

rical surfaces. By Mr. Miller, prof. at St Johns College at Cambridge. IH. 258 

20. Neue und direeteste Methode, aus den gemessenen Höhen zweier be- 
kannter Sterne und der Zwischenzeit der beiden Beobachtungen die Pol- 
höhe zu finden. (In Folee des Aufsatzes 34. im zweiten Bande dieses 
Journals S. 345.) Von dem Hen-n Prof. Dr. Gudermann, zu Münster. HI. 274 

Aufgaben und Lehrsätze. 

28. Aufgaben und Lehrsätze, erstere aufzulösen, letztere zu beweisen. Von 

dem Herrn Prof. Dr. Steiner zu Berlin. IV. 361 

Druckfehler- Verzeichnifs IV. 364 



1. Ponceletj sur leM limileM du reite des sMes. 

1. 

Application de la m^thode des nioyennes ä la transfor 
mation, au calcul num^riqne et ä la d^termination 

des limifes du reste des s6ries. 

(Memoire lu & rAcadömie des sdenoes de Paris, le landi 80 Juillet 1833; 

par M. /• Pancelei, ehef de Bataillon du Otoie.) 



JNous commencerons ces recherches par Texamen des series qui procedent 
avec des termes alternalivement positifs et negatirs, et noas insisterons par-> 
ticülieremeiit snr les moyens de calculs et de transformalions a lenr appliqaer, 
parcequ^elles condaisent a des resultals uliles; qu^elles se presentent fre- 
quemment dans les applications de Tanalyse, et qa'il est soavent tres facile 
d'y ramener le calcul des series a termes constamment positifs, au moyen 
d'un changement de signe oo d*une transformalion convenable., operes dans 
les fonctions generatrices : c^est ce qui a lieu noiamment pour les developpe- 
mens des fonclions 

(l-a:)^ = (l + -j^)-^, ä-^^, iog(i-,,) = _log(l4-j^), 
dans lesquelles x est cens^ plus petit et n plus grand qua Tunitö. 

Des series porement niimeriques dont les termes, altemativement 
positifs et negatifs, decroissent ind^finiment ainsi que 

leurs diif^rences. 

1. 
Represenlons par «^ la somme des n premiers termes Ou, a^ a2....a,,.i 
d'une pareille serie, supposes quelconques, et par a«, a«4.M ^»+39 tfn+s-«-» 
les valeurs absolues ou numöriques des termes suivans, enfin par S la veri- 
table valeur s^ de la serie poussee a Tinfini^ ou ce qu^on nomme sa Umite; 
de Sorte qu'on ait 

(ö.) S = «i,+ö.-fl«+i+a,+a-a»-^+««+4 etc. 
En designant, en general, par äa^ la difierence a^—a^^i entre les 
valeurs absolues de deux termes consecutifs quelconques dont le premier est 
a, et le second a^^i, afln de n^avoir a considerer que des diiförences posi- 
tives dans des suites qui seront ici supposees naturellement decroissantes^ 
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on pourra soccesBiyement mettre la a6rie propoa^ aous lea fornied anivantes: 
(6.) S — a.+ Aa,+ Aa,^+Aa,+4 + AflH^+et6. 

06 qoi montre gönöralement que, daiis une serie a termes alternalivement 
positifs et nigalifs ddcroissans: 1^. La valenr absolue d*uii (erme quelconque, 
eM plos ^ande qoe celle de la somme de tous lea termes qui suivent^ pris 
avec leurs signes; 2^ qa*en arrAlant la serie a ce terme, la somme obtenue 
sera trop forte, si ce terme est posilif, et trop faible, s'il est negalif, d'ane 
quantite comprlse enlre lea valeors absolnes du terme suivanl et de sa diffe- 
rence a celoi qoi vient immidiatement apr&s; 3*". qu'ane pareille serie sera 
toujooni convergenle, oo aara une limile S = s^ finie, des que les valeurs 
abaoloes de aes termes iront sans cesse en decroissant; ce qae nous suppo- 
teront expressöment dans tont ce qui va suiTre*). 

Ainsi, par exemple, on anra alternativement, dans la serie proposae, 

Sn<iS, ^+a, =» #.+i>iS, ^+a,-a,+i = #h^2<S etc. ; 

et, ai l^on prend snccessiyement 5=^t,^ S:=^s^+a^, «S = «, + »f. — tf «+1 etc., 
IVrreur commise sera an dessons de a« pour la 1^% de a^^x ponr la sni- 
vante, de o^^., ponr la 3'^"% et alnsi de snite. 

2. 
Ces notions fondamentales etant rappelees, on remarquera que, pnisque 
la valenr de S se tronre eomprise entre celles de «« et de «»+<>«> eile 
pourra differer moins de lenr moyenne arithmetique ««+^a«^ qoe de cbacnne 
d^ellea en parliculier. Prenant, en effel, la demi-somme des expressions (6.) 
et (e.) de S, on tronve 

(e.) S = tM+}a«+i(Afl.-Aa.^i + Afl^^.,-Afl^^.j+Aa^^.4-etc.), 
relation que nous appelerons la transformie du V ordre de la proposie 



*) Noos Bopposerons en ootre, afin d'^viter tonte espöce de difßcoltös, qoe ces 
raleocs conTcrgent vers xäro, 00 que o» devienne rigooreoaement nol poor n infinL 
Dans le cas 00 elles converffcraient vers one valenr finie qoelconqoe^ il se prösenterait, 
gänöralement parlant, one dötermination relative an siffoe oo ao rang do terme a^ 

f)laci &. rinfini, vers la droite de la sirie; et cette ind^^termination ne poorrait 6tre 
evöe qoe dans des cas toot particoliers, ofi rorigine de la s^rie serait bien connoe; 
la mSme remarqoc est applicable aox siries de diffirences etc. dont il sera qoeation 
par la aoite. 



1. Poncelet, sur les limites du rate de$ stries. 3 

(a.)) relative au terme a»^ et dans laqaelle la partie entre parentheaea, forme 
nne serie d*nn genre analogae et joaissant des mtoea proprietöa, ai lea 
diiförencea ^a«, ^^n^-n ^^^n+f-« sont contamment decroiasantes, oa, ce qai 
est la m£me chose, si les difierences du 2" ordre 

Afl„— Aa,+i = a'o^, Aa^+i— AaiH-»= ^'«n+n Aa,^.2— Aa^^., = A*a,+, etc. 
sont loutes positives: circonslance qui a liea dans une infinite de cas. 
La Serie entre parentheses, etant donc convergente, on aara, 

S = #, + ifl, a moins de i Aa. = i(a,-a^+i); 
de Sorte que cette valenr de 5^ qni est trop faible, sera d'antant plus 
approchee que la serie proposee sera moins convergente dans ses premiers 
termes, on que le rapport de a. a a,^t s^approchera davantage de Tunitö. 

Hais, pour que celle möme valenr de S seit plus exacte que celie 
5=:f,4-a„^ il fant, tont au moins, que la limite de Terrenr qni Ini est rela-* 
live seit moindre que celle de cette derniere qnanlite, ou qu'on ait 

iAa.<a^+i, c'est a dire Afl^<2a.^i, «•<3a,+i, 
et Ton en sera complelement certain si la condition 

4Aa.<a«^i~Ä^^2, c'est ä dire aö«<3aiI,^.i, 
se trouve en möme tems satisfaite, poisque Terrenr de #«+0«» surpasse nö- 
cessairement a„— a„^i ou Aa«. 

3. 
Si le conlraire avait lieu, il faudrait s^en tenir a la valeur 9^+a^ 
donnie immediatement par la s^rie proposee, ou plutöt ä la valenr 
«,+a,,— j^a^+i^f^+i— ia«4.i que donne la transform^e du 1*" ordre 

if.) S = «,.+ö»-ia.+i~i(Aa^+i-Aa„+2+Afl,+3-AÄ^^.4+etc.), 
relative aux termes qui suivent a^ dans la proposee, et qu'on obtient sott 
en prenant la demi-somme des exprassions (c.) ei (ß.) de S, seit en rempla- 
9ant n par n+i dans la tranaformee precedente (e.)? apres y avoir changi 
le signe des termes qni suivent ««^ seit enfin en fesant simplement sortir de 
la parenthese de cette mdme transformee le 1*' terme ^a«; ce qui donne: 

{f.) S = «.,+ ia»+iAo,-i(Aa.^.,-Aa«+,+ Aö,+3-Aa,+4+etcO; 
relation identique avec celle dont il s'agit i cause de ^ia^^a^^-a^^i^ et aar 
laquelle d'ailleurs on peut raisonner comme on Ta fait ci dessus pour la 
relation (e). 

Ainsi on devra prendre 

valeur exacte ä moins de iAa»^!, si Ton a 

1* 
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0«+i<l3a,+3 ou, plus rigoorensement, ^a^^i<.2äa^^2^ 
et 

S = «•+»,. -a,+i+iö,+2 a idoIds de Iaö^+j, 
8i Tinverse avait precisement liea ; ce qui revient a n*operer la transformalion 
qo^a parlir du terme suivant a„+2 de la serie proposee. 

4. 

En continaant a raisonner ainsi, de proche en proche, on voit si ron 
avait constammaiit poar un indice qaelconqae ij, a^>>3a^^i, il n'y aarait 
aucon avantage aous le rapport de rapproximation, a remplacer la serie (a.) 
par Tiuie de ses traosformees da l*' ordre, a qoelqae lerme qa^elle appar-- 
tlnt"; ce qai tient a ce qae celte aerie serait, par eile möme, tres conver- 
gente. Noas verrons, plus tard, comment, dans cette circonstance, on doit 
modifier le procede qai nons occnpe; contentons noas pour le present d^exa- 
miner le cas des series peo convergentes ou Ton a, des le terme a. * et pour 
les soivans, Aa^<r2^a^^i oa, tont an moins, a9<C3^a^i. Voici comment, 
dans cette hypothese, on poarra obtenir de nonvelles expressions de S plus 
approchees qne les precedentes, on dont les errenrs aient de plus petites limites. 

Hettant les transformees (e.) et (/.) sous cette forme: 
S = t«+lö«+l(A'a«+A^a„+2+A'a«+4+elc.), 
S = #.+ a,-ia,+i-i(A'Oi.+i + A'«i.+3+A^»i.+5+elc.), 
relations dont la derniere revient a la suivante: 

S = ^+ia.-iAa.-4(AX+i+^'««+3+A'a,+5+elc.); 
prenant lenr demi-somme membre a membre, il viendra, pour la IransFormöe, 
da second ordre, relative a a^, 

IS = «»+iÄ«-ia,+i + i(A'Ä^-A'a.^., + A'a^+2-A'a,+3+etc.), 
ou 
S = ««+iö«+iAa»+i(A^««-'Ä'ö,+i+A'a^^.2-A'a,^5+etcO, 
ce qui prouve que si les differences secondes A^a,,, ^^(*m+n ^^^h+i--" ^^^ 
termes successifs de la serie proposee soni decroissanles comme les diffe- 
rences premieres, ou si les differences 3'*"*' sont toules positives, on aura 

S = #, + iö,-ia,+, = #,+ ia, + lAo^+i, a moins de ^A^a». 
Cette valeor est nicessairement plus approchee que celle de s^+^a^; mais 
eile ne snrpassera, en exactitude la valeur de «i.+a«— ia.^i fournie par la 
transformöe du 1*" ordre (/.), qu'autant qn'on aurait, tout au moins, 

^A*a^<iAa,_n ou Aa,<3Ao,^.i. 



1. Poncelet, $ur let KmiieM du reale des iiriei. 5, 

S'il en elait aulremenl, il faudrait recourir ä la transforroee du second ordre 

qu^on d^duit des precedenles {g.)^ en fesant sortir, de la parentbese, le 
1'" terme a^0.^ et qui donne 

i moins de i^^a^+i^ valear par conseqoent plus exacte que celle 

5. 
Od peut poursuivre ce raisonnement taut que les differences des ordres 
successifs seront constamment decroissantes , ou que celles de Tordre fi+t 
immedialement superieur a Tordre fi anquel on s'arröte, demeureront toules 
positives. Si, de plus, la condition A^a^<z9^^a^i se trouve satisfaite pour 
tous les ordres införieurs a /e^ Tapproxiniation sera tres rapide, et eile le 
sera le plus quMl est possible, eu egard au nombre des termes employis, si 
Ton a, en m£me teois, A''+*a„<;2A^+'a,+i pour ces differens ordres, On 
trouvera. ainsi, pour la transformee de Tordre fi relative au terme a^, 

(A.) S = ^+iait+iAa.+^A'a,.... 

••••+2?Ä^"'«^+2i^Kö«--^''«*+i+^''«*+2--A''a.+j+etc.); 

et par consiquent 

1 i 

6. 

Cette derniere expression de 5^ supposöe prolongee a Tinfini, est 
precisement celle a laquelle Euler est arrivi, par une aulre voie, dans 
ses InstitutUmes calcuU differentialis (Pars IL de transformatione serierum, 
pag. 232 et seq.) 9 et dont il a tire un tres grand parti pour la sommalion 
des series peu convergentes ou mömes divergentes*). Mais EtUer n'a pas 
fait connaltre Texpression ci-dessus du reste ou complement de la trans- 

*) Yoyez aussi, au sujet de ces recherches dt Euler, Fexcellent TraiU de calcul 
diffh-entiel ei intigral de Mr. Lacroix, 2'*»<' Edition , in 4''. Tome III. pag. 346. 
No. 1124. Ce cä^bre professeur observe, avec raison , que le rösultat dCEukr peut 
conduire & des diflBcultös dans beaucoup de cas, et notamment quand on Tapphque 
k des siries divergentes, ainsi que Fa fait cet illustre göomötre k T^gard de plusieurs 
siries, purement numöriques, parmi lesquelles Mr. Lacroix a principalement cite la sörie 

1~i + i — 1+1-1+1 — etc. 
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formto 8uppoB6 arrMto & uii tamie qoelconqae; reste qoi conslitne^ par lui 
roAme, une serle remarqnabie du genre de la propoaee, qn^on obüendrait 
difficilemenl par Tanalyae de cet illoslre gäomötre, et qui^ en peronettaot 
d'asaigner les limites de Terreur commise, regle la marche ä aaivre dans 
chaque caa, lorsqn'il sagit d'obtenir la plua grande approximation possible de 
Temploi d^an nombre de termea donii6 de la sörie proposöe. Ce qui ifvheidk 
monlre, en effet, qu'il arrivera bien des cas oo la transformee {%.) relative 
au lerme a« de la serie et a aes differencea, pourra conduire a des valeura 
moins exactea que* celles qu^on obtiendrait, a moina de frais, des traDsformies 
d^ordres inftrieura, mais relatives a des termes plus avances de cette s6rie. 
Pour demontrer la chose d^une maaiere ginirale, nous reprendrons 
DOS Premiers raisonneiDens en les appliquant a la transformie ci->dessas (A.) 
de Tordre quelconque /i. Supposant Dotämment que cette transformie soll 
Celle poor laquelle on cesse precisement d'avoir A^a,<;3A^a^^|, de sorbe 
qu'on ait, au contraire £^'' a^>^ ^'' a^^i^ on voit qu^on devra arröler la sArie 

(j.) au lerme o^A^'^a«, puisque les limiles de Terreur relative aux termes 

soivans, deviendraient superieures a celles qoi se rapportent a des termes 
moins avancis dans les series analogues concernant a.^!, Un^^^ ^n+s- 

7. 

Fesant, en eRet, sortir de la parenthese, dans requation (ft.), le 
l*' terme ^^a.^ on obtiendra la nouveHe transformee de Tordre iXy 

S = *.+ ia«+iAa.+iA'a,.... 
1 11 

qui d'aprös ce que nous avons vu (3. et 4.) pour le cas particnliers de 
^r=l, fi^2^ coincide avec cette autre: 



qui. ayant toutea aes diflftrenoea nulles, conduit k la Tal6arf=|, taodisque, danala 
rtalHö, la somme de cette aArie est susceptible d'une infioitä de limites distiuctes se- 
ien Torigine dont eile provient 

Cette difBcultA qui a iU lev6e ou plutöt expliquAe par Lagrange (Vor. la note 
de la p. 160 du T. IIL de rouvrage citA), n'a pas lieu quand on a sein de n appliqner 
les transformations qu'& des sAries convergeDtes ou dont les termes s^approchent in- 
döfiniment de (l.)j conformAment & ce qui a iti admis dans tont ce qui prAeöde, 
et de ft^n qu'on puisse assigner avec eertitude, pour cbaque cas, les limites des er- 
reurs commises. 



• • • % 
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relatiTe ao terme suiyani a„^i de la serie proposie: ce qo'oii peat d'ailleurs 
coDstaler directement et tres simplement en obaervant qu'on a gin^ralement 

27^ ^n+2^^ a, = ^jzr^ ^»""a^ ^•+»' 

poia en feaant, membre ä membre, la sorome de (outes les relationa pareilles 
obtenoea en donnant successivemenl a x les differentes valeura compriaes 
depoia 1 josqn'a fi inclasivement 

On aura donc, avec nn degre d^approxiniation nöceaaairement auperienr 
a celui que comporte rexpression (i.), 

a moina de 2?'^^^«+»- 

Si^ de plus, on prend la demi-somme des transformies (A.) et (i.), 
il yiendra , pour celle de Vordre /i + 1 9 relative au terme a, et i sea diK- 
rencaa auocessives^ 

et, par cons^qnent, si les differences A^+*a,, A^'+^a^^.i, A^'*^*a^+s$ relatives i 
cet ordre, continuent a £tre decroissantes, ce qni exige simplement que Celles 
de Tordre f^+2 soient toutes positives, on aura 

k moins de -^j:^ Af"-^^ a,,. 

Cette expression est^ i la veritö,- plus approchee que ne Test celle 
(j.) qui lui correspond dans Tordre immediatement inferieur, mais eile pourra 
r^tre moins que (ür.)) quand sa limite surpassera celle de cette derniere, ou 
qu'on aura 

^j^A^+^a,>^A''a,^,, c'est a dire A^a^>3A^ö^^; 
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par consequent si cette derniere inegalite continue a avoir liea dans les ordres 
soperieiirs ä /i, il sera avantageux, soas le rapport de Tapproximation, de 
substituer (Ar.) ä (i.); ce qui suppose d'ailleiirs qae Ton ail, pour la prämiere 
et pour tou8 ces ordres, ^'' a^^i<Z^ ^^ f^m^z* En effet, des quo cetle condition 
cessera d^dlre satisfaite, on devra remplacer, a son toar, Texpression (it.) par 
Celle qui se rapporte aa terrae a,^, de la proposee, et ainsi de saite, a rae- 
sure qu'on adraettra un plas grand nombre de termes de cette derniere serie 
dans les calculs, oo qu'on voudra atteindre des ordres de plns en plas eleves. 

8. 

On se rappellera, au surplns, d'apres ce qui a ete dit relativement au 
cas de ,u^i^ /^ = 2, qae la condition ^^a,>-3A^a,^t) n^offre qa*an indice 
ou, en quelque sorte, une pr^somption de la sup^rioriti d^exactitude de la 
formale {k.) sur celle (m.)) el que, pour en acquörir la certitode parfaile, il 
est necessaire de recourir aux conditions relatives aux limites inferieores des 
erreurs qu^on risque de commellre dans chaqne cas. 

Posant, en effet, 

*» = A''a,-A^a,+i+A''a,4.j-A«'a,+3+elc. 

6', = A''a,-6, = A''o,+t-A''«,+j+A''a,4j-elc. 

= A^+'o.+»+ A''+' a.+,+ A''+»«.+,+etc., 

= A^+'fl. + A''+»a.+a+ ^"+»0^4+ ete. ; 

de sorle qne les restes oo erreurs relatives a (t.), ä (Jk.) et a (m.), seronl 
respectivement represeotees par les expressioos 

±A Lk _i_A 

on aura evidemment, d'apres les proprieles des series ci-dessus, suppos^ 
convergentes, 

ce qui donne, a fortiori, 
111 1 
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Lots donc qne cette derniere condition sera satisfaite, on pourra 
affinner, a fortioriy qne Terrenr relative a (jn.)^ sera moindre qae celle qui 
se rapporte ä (Jr.); et, si c*est, an contcaire, la premiere qui Test, on sera 
oertain que Tinverse anra precisement lieu. Hais, dans toos les cas oü foD 
aorait, a la fois 

et DU par conseqaent Ja valeor de Afa. se troaverait comprise entre 

3A^a,+,--2A^a„^., et 3A^a.+i+AA-^^a.+x. 
on serait complelement incertain quelle est celle des deux expressions (Jr.) 
ou (m.) qui est la plus exacte ; du rooins ne pourrait on rien prononcer sans 
un examen circonstancie de la loi que presentent les differences des divers 
ordres de la proposee. 

9. 
Or, de cette incertilude nidme, il resulte une consequence importante, 
et qui permel d^oBtenir, avec un igel nombre de termes de eette serie, une 
valeur de fif a la fois plus approchee que Celles fournies par (k.) et par (m.). 
En effet, puisqn*on a 

6.+i>26: quand A*'fl.>3A^a,+i+A^+*a,+„ 
6,+i<26: quand A"fl«<3A^a,+,-2A^a,+,, 
il faut que ^"0« se trouve compris ehlre ces deux dernieres limites quand 
la relalion bn^i=^2bl est rigoureuseroent satisfaite; et c^est ce qui arrive 
precisement lorsque /i et n ont 6te choisis de fa^on qu'on ait sensiblement 
A>'a«t=3A^a.4.i. La difference entre b^^i et 26^^ n'etanl donc alors qu^une 

fraction assez petite de chacune d'elles, et l'expression 2/« +2 {b^+i-^^K) de 
Terreur relative ä la moyenne de (&.) et de (m.\ ne dependant que de celte 
difference, il faut que cette moyenne s^approche aussi d'avanlage de la vraie 
yaleur de S que ne le fönt söparement (Af.) et (m,). 

10. 
Du resle, il est facile de voin attendu que les expressions de 6^^, et 61 
constituent des series convergenles du genre de la proposee, que les qiianliles 

sont precisement (1.) les limites de Terreur qu'on risque de commetlrc en 
adoplani, pour Sj la moyenne des valeurs donnees par (k) et par (w.); 
c'esl-ä-dire qu'on a 

Crelle*8 Journal d. M. Bd. XIII. Hft. 1. 2 
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Dans le cas particulier o& ^ et n sont tels quo A^a„ = 3A^a,i4.i rigonreo- 
sement, les limites ci-dessas deviennent respectivemenl: 

1 1 

dont la plus grande, si on les prend abstraction faile da sigoe, sarpasse ivi'- 
demment la valeur absoloe de rerrenr, et s« troave, en effet, 6tre moindre 
qoe les liniiles sapMenres 

des erreors relatives aax expressions {k.) et (m.). 

11. 
Qaant a Texpression gönörale et rigooreuse de Terreur relative ä la 
moyenne de (Ar.) et de (m.)) on peat lai donner successtvement les formes 
saivaates, qai ^oas paraissent igalement dignes de remarqae, et dont la loi 

est facile a saisir: 

1 

= 3?F? (^"^^ ^- 3 A^-^^ a,^,+ A^+'a,+^- 3 A^+^a.+5+ a^+* a,+4~ 3 A^+'a,+,+ elc). 

On trouverait, aa sarplus, facilement des limites de cetle errear, beaacoap 
plus resserrees que celles qui ont ete rapportees ci-dessas, en fesant inter- 
venir, dans leur expression, an plus grand nombre de termes des series qai 
en representent la valear*); mais le calcal de ces limites devenant de plas 



*) On a, en effet (8.), 

26«+i = 2A^a,+i — (2 Ai-a^+a— 2 a/" a„4.3 + 2 iV"a„+4 — etc.) = 2AA'a«+i — *, 

tn — &«+! = A/"+* a, — (Ai"+^ o^+i — A/'+* a„+2 
et^ attendu que las söries ^ et ^ sont cens^es convergentes (2.)^ 

ce qui donne^ en gönöral, 



Ai"+* a„+3 — etc.) = A/*+*a„— ^; 
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en plus laborieDX, ii sera preferable, en genöral, de s^en tenir aox pröce- 
dentea qui aoffiront, dana la plupart des cas, pour donner ane idee da de^e 
d^approxioiation obtenu, si, mienx encore, on ne prefere, dana la voe d'öviter 
tont a fait ce calcul lora des applications nameriqnes, de döterminer imme- 
diatement lea valeors de (i.) et de (i.)^ po^i* ^^ conclare celle de lear 
moyenne arilbmitiqQe {m.\ puls enfin celle de la iDoyeone semblable relative 
a (m.) et a (&.)• ^^ eltel^ les chiffres decimaax coinmuns a ces derniera 
nombres, mettront en 6tat d'appröcier, a moins d^une demi-aiiitö du dernier 
de ces chiffres, le degre d^exaclitade obtena. 

12. 

Les discussioDS qui pricddent indiquent la mftrche a suivre, dana 
chaque circonstance particuli^re, pour tirer un partI avantageux du mode de 
transformation proposi« et notammeot pour arriver au plus grand degre 
d^approxiroation possible eu egard au nombre des termes employes dans lea 
calculs. Hais on abregera beancoap ces discussions au moyen des considi- 
rations qui suivent. 

On remarqnera, en effet, que la serie proposie (a.) ötant censie 
donnee par la loi reguliere de ses termes, du moins a partir de a^ qui peut 
dtre indiffiremment positif ou ndgatif, puisqu*il n^ & qu^nn simple changement 
de signe a operer, on connallra anssi la loi des difförences des divers ordrea 
relatives au terme geniral a^, de cette s£rie, dont le rang est marque par 
f], ce qni donnere Texpression de A^a.^ ^^(K^-t ^n fonction de tj, de ^ et de 
constantes, et par snite, celle de lenr rapport que nous representerons par 

V(M9V)'^{l^9V)'i ^1^ I^ supposant reduit a son expression la plus simple. 
Posant ensuite 

cette equation, qui est a tfois variables, fera connaltre la loi qui lie en- 



Ott, par lea transformatioDS relatives aux difförenceSf 
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\T*euz les nombres ^, fi et 17^ et poiirra tenir liea complelenient de la^serie 
propos^e, du moins a compter de a^, si Ton a soin de n^ attriboer ä ^ et 
ä 77 que des valears entieres et positives. 

En premier lien, eile mettra a mime de recoDiiattre, sur le champ^ 
si la yaleur de C est constaniment decroissanle, dans cbaque ordre fi de diff§- 
rences, avec le nombre rj qui marqae le rang des termes, et a parlir dequel 
terme cette circonstance a precisöment lien; ce qai est indispensable poor 
rappticalion de la mithode qui noas occiipe. 

Posaut enfin reqaalion 

qui peul ätre censöe representer une courbe plane aus coordonnees rectan- 
gulaires ^ et 17^ lorsqoe la premidre represente une surface toule entiere aux 
coordonnees ^, fi el tj, eile fera pareillement connaltre, pour cbaque ordre 
de differences, le rang tj du terme passe lequel Tinegalild a^ a^<zd ^^ a^^i va 
se changer en Tindgalilö inverse A^a^>>3A^a^^i et reciproquement. 

13. 
Supposanl notamment qu'on se donne le rang n du terme de la serie 
proposee qu'on veut soumeltre aux Iransformations dont il sagil^ requalion 

resoluo par rapport a ^ fera decouvrir Tordre u auquel on doil arröter ces 
transformaüons pour dtre certain qu'on a constamment A'^a,<l3A^a,^, depuis 
a==0 jusqu'ä .a==:u'— 1, c'esl-ä-dire dans tous les ordres införieurs a ju'; 
ce qui est indispensable, comme on Ta vn (7.), pour que la formule (i.) seit 
d\ine application avantageuse. 11 ne s'agira, en effet, que de prendre pour 
u' un nombre entier inferieur ou toul au plus egal a la plus gründe des 
racines positives de Tequation ci-dessus; car la fonction g>(j^,n)'-3tp(ß,n) 
ne pouvant, des lors, changer de signe pour les valeurs de /x comprises entre 
/i' et 0, eile sera constamment negative si seulement eile Test pour .usO; 
ce qui a lieu, par bypothese, puisqu'autrement on devrait^ d'apres nos prin* 
cipes, substituer au terme a. de la proposee, quelqu'un de ceux qui le 
suivent. 

Mais, afin d^ötre positivement assure que la valeur donnee par la for- 
mule (f.), lorsqu'on y soppose /i = fi\ est la plus approcbee possible, il faudra^ 
en outre, examiner (6.) si, pour toutes les valeurs entieres de u comprises 
depuis /i == 1 jttsqu^a u = /i'^ on a constamment 
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5 ou Ä^^<2 ou lOBl ao plus = 2: 

conditioD facile ä vörifier, mais qai n*est poinl absolue, et qui pourra 6lra 
supplee avantageusemeDt par les considörations qui ressortent direclemenl de 
requation 

En effet si le nombre n egale ou surpasse la plus grande des racines 
positives de cette ^quation, lorsqu*on y donne successivement a fi toutes les 
yaleurs entieres compriaes depnis /i = jusqu^ä fi = fi\ Texpression qui con- 
stitue son premier membre, et par consequant la difference ^'^a,— 3A^a,^i 
conserveront un signe invariable dans la m^me etendue, et cela depuis x^n 
jusqu^a 17 infini; ce signe sera d^ailleurs negatif puisque, par hypothese, on a 

A*'A,<3A'*a,+i ou a.<3a«+i. 
Donc aussi on pourrn af&roier, avec certitude, que, depuis Tordre /i==0 
jusqu'a Tordre /i = ^'— 1, la valeur de (m.) est constamment plus approchte 
que Celle {k.\ attendu que, pour tout cet Intervalle la quantile 

A^+i a, - 3 af^' a,+,+ a/'+» a.+a - 3 ä^+* a.+3,+ aA'+' «,+4 - 3 a^+» a.+5 + etc. , 
qui reprösenle (6. et 11.) la valeur de 6,^1— 26«^ sera eile möme negative, 
et par consequent 6.^.1 <;26I,. 

Quant a Tordre /u'^ il est ais6 de voir qu^il arrivera generalement, 
a moins que n ne corresponde precisement a une maximum absolu de x dans 
requalion indeterminöe 

que Ton aura A''+*a^>3A''+'o^^i tout au moins pour x=^n. Car ayanl 
choisi, par rhypolhese, fi' de fa9on que q>(j^'^n)Syj(ji'yn) seit nul ou tris 
petit, la quanliie <p{M,n)-'dip(jA\n) cbangera de signe dans le passage de 
u=:fi—i a /i = ^'4-l; on ne pourra donc plus affirmer que b^^i est plus 
petit que 2bly ou {m.) plus exact que (/r.).pour Tordre fi' dont il sagit; ce 
qui fera retomber dans le cas dMndecision mentionne au No. 9., et conduira 
ä prendre, pour la valeur S de la serie propos^e, la moyenne arithmetique 
entre ces dernieres quanlites. 

14. 

La discussion qui vient de nous occuper, se siroplifie beaucoup, dans 
la plupart des appllcations , soit parceque les fonctions (piß^fj)^ '^(M'^V) ^^^ 
elles mömes une forme (res simple, soit parcequ'on pretend se borner aux 
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Premiers ordres de differences on aox premiers tennes de la Birie proposee. 
Mais, avaol de passer aax exemples nmnöriqQes qoi sonl indispeDsabla poar 
ea bien saisir l'esprit, il ne sera pas Inotile de moatrer comment on peot 
transfonner les ezpressions de (i.) et de {^k.) en d^antres qai oe depeadent 
directement qoe des termes mönies de la s^rie proposde. 

n ne sagit, poar cela^ qae d'y remplacer les diffftrences qoi y eotrenl, 
par lears valears ea fonelion de ces termes; ce qui lear doaaera iyidemoieQt 
la forme 



eo ridaisanl (oas les termes, indipendans de #,, aa m6me diaominatear 2^, 
^rt ai, Ol, O), . . . , a^ 6tant des coöfficiens namöriqaes ä dilerminer. 

Or, d^apres la natare de ces expressions de 8, la seoonde doit (7.) 

Atre egale k ia premiöre augment^e de »^^^Onf oa, si Ton veat, oa doit 

avoir identiqaement 

et, comme, d*apris les priacipes connns da calcal des differences finies, diffe- 
rences qa^l convient ici de prendre (1.) dans an ordre Inverse, 

+ 1.2.3.4 «•+4-elc., 

U faut qu*on aU söparement 

6t, en genöral 

— • "- ~ 1.2.3.. ..(«-!) 

On tire soccessivement, de ces equations, 

a. = 2''-l, «, = 2"-!-^, «, = 2''-l-if-ü^-=i^, 

t/t ainii de suite: ce qui donne, ponr le coSfficienl d'un rang qoelconque m, 

« - Sl/'_1 -£. _ /*0*-0 ftO-l)0-2) _ (i(fi-i)iti-3)....C^- m+2) 
""* * 1 1.2 1.2.3 "■ 1.2.3....(»-0 ' 
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expression donl la partie Dögative n^esl aatre chose quo Ja somme des m 
pramiera termea du diveloppement de {i+iy. 

ib. 

En obaervanl d'ailleurs que, dans ce developpemenl, lea termea placea 
ä igtle dislance des extrömet, ooit la mdone valeor, on poiifra abrdger no- 
tablement le calcal des codf&cieos dont il aagit. 

Comparant, en effet, rezpreasion ci-dessua de a^ avec le developpe- 
ment de (1+1)^ = 2^^ on troovera, sans difficoltes, 

_4 . ^ , M»-l) . A^0^-l)»-2) , fAOA^i)(ii^V)....[fi^Oi^m'-iy} 

noavelle ezpreasion qui est la somnie des^— m+1 derniers termes du döve* 
loppement de (1+1 y pria en allant de la droite vera la gauche. Et comme 
le nombre total dea coSfficiens ai, a^^ Os, . ... k calculer, est precisement 
/i, on voit qoe, ponr obtenir la valeur de eelni «^«^my 4^1 occope le m* rang 
ä paftir de a^ en allant vers la gauche, il ne s'agira qne de cbanger ^u— m 
en m— 1 dans Texpression de a^ trouvde en demier lien; ce qui donne 

""^'^2'^ 1.2 "^ 1.2.3 "'"*■ 1.2.3....(m--l) ' 

et, par suite, 

Ainsi donc, ayant une fois calculö la prämiere moilie des coSfficiens 
''if ^2, «3, .... a^, Taatre moili^ s'en conclnra, sar le champ, par ane simple 
soustracUoii ; Je terme du milieu, qaaod fi est impair, ayant precisement poor 
valeor ^2f=>2''-\ 

Seit, pour exemple, ^ = 6, on aura d*abord, en partant de «e on 
m = 0, 

«,= 1, «.= 1+^ = 7, «,= l+^+ifc*I = 7+15 = 22; 
pnis a, = 2«- «4 = 64-22 = 42, «, = 64-7 = 57, «, = 64-1 = 63. 

16. 
Calcnlant ainsi saccessivement la valenr des coefficiens de la formule 
(«'.) ci-dessns lorsqae /i devient 0, 1, 2, 3, etc., on trouvera, ponr I'ordre 



«^+m 
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^ = 0, S = «„ 

^ = 2, 5 = «,+ -^ (3a,-o,+0, 
^ = 3, S = »,4--g- (Tc— 40^-1+ 0.+0. 
(i*.) ( fi = 4, S = »«+ -jg (iSo»- 110,+!+ 5o,+,-c+,), 

« = 5, S=#.+ ^ (Sic- 26<i,+i+16a.+j- 6a,HJ+«-+«)» 

^ = 6, S == •»+ ij (63o,- 57a.+i+42«,+,— 22a»4.,+ 7fl,+4-o,+5), 

u = 7, S = #,+ ■j5g(I27a,-120a,+i+99a,+j-64o,+,+29a,+4-8a,+4+a,^), 

relationa donc la loi de derivation est manifeste , et qoi ponrront dtre pous« 
ses aussi loin qu^oa le voudra, en remarquant qae le coöfficient numerique 
d^QD teraie quelconqae de Tane d^elies, est la somme du coefficient de mdnie 
rang danß la precedente et de celui du terme place immedialement avant, pris 
tons deox abslraclion faite du signe; le cofifficient dn premier terme de chaqne 
parenthese ilant d^ailleurs egal a 2^—1, et les signes etant reglis d^apros 
ceux des termes correspondans de la serie proposie (a.)* Ainsi, par exemple, 
ponr /t = 7, on tronve 
127 = 2^-^1; 120 = 63+57, 99 = 57+42, 64:^=42 + 22, 29 = 22+7, 

8 = 7 + 1. 
Rempla9ant ensnite » par n+i dans ces formales, et changeant le signe des 
parentheses, on obliendra les valears correspondantes de S relatives ä la for- 
mnle (&'.), qni d^aillears pecheront par exces, celles qni precedent pechant 
par defaut. 

17. 
Qaant anx expressions relatives ä la formale (m,)^ elles seront les 
mömes que les precedentes, ä cela pres que /^^ se Ironvera augmente d^une 
unite. Enfin, si Ton prend les moyennes respeclives enlre ces dernieres ex- 
pressions et Celles dont il vient d'dlre parle, on obtiendra les formules 
suivanles que nous designerons par (f.), et qni se rapportent au cas d^nde- 
cision^- souvent rappele, pour lequel n et /t ont ete choisis de fa^on que la 
conditio» a^h, = S^^a^+i se trouve satisfait rigoureusement ou approximalivemenl : 
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i 

^ = 2; S = *n+^ (iban- iOan^i+ 3an+2), 

^^^^ / ii* = 3, S = *«+ ^ (31a«~ 25an+i+ 13an+2- Son+s), 

it* = 4, * = *«+g4 (63an— 56a,+i4- 380^+2— 16an+3+ Son+O, 

^ = 5, S = Ä,+ .jL^127aH-H9an+i+ 94an+2~ 54a,+5+i9a»+4- 3a»4^), 

^ = 6, S = *«+ ^(255a„-246a,+i+213an+2— I48a»+3+73a«+4-42an+5+3a«+6). 

On remarquera, en outre, que ce8 relatioos sont soumises aux mdmes 
lois de derivation qne les precedentes ; ce qui permet d'en prolonger le 
tableau indefiniment; les sigoes des termes qoi y eotrent etant toujours ceax 
des termes correspondans de la serie proposee. 



Applications num^riques aux s^ries peu tjonvergentes. 

18. 
Soit, en premier Heu, la serie tres peu convergente, 

^""•^ 3*^5 7"''9 ""^2n+l+2n+3-2w+5+2n4-7^2fi+9+®^^- 

dont il faadrail calcnler pres de 50000 termes pour en obtenir, a moins 

de 0,00001, la valeur qui represente, comme on sait, le nombre -^ ou 

0,785 398163 egal au quart du rapport de la circonference au diametre. 

On trouvera, sans difficultes, en ne prenant (1.) que les valeurs absolues des 
differences, 

1 1.2 2 1.2-4 



''• 2n+V • (2ii+l)(2»+3)' *"» (2n+l)(2ii+3)(2n + 5) ' 

2 1.2.4.6 ^ 1.2.4....2|u 



"^ "» (2ii+lX2ii+3X2n+5)(2n+7) ' "« (2»+lX2n+3X2«+5)....(2n+2^+l) 

La loi de ces differences est manifeste, et elles vont constamment 
en decroissant ä mesure qu'augmentent, soit le nombre n qui marque le rang 
du terme auquel elles se rapportent, soit le nombre fi qui marque Tordre de 
cbaque difference. 
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Prenant, pour cbacan de ces ordres, le rapport de la difference da 
terme a« ä celle du terrae suivant a.^i, qui s'en deduit en y changeant sim- 
plement n en n-fl? on aura evidemment 

A^g^ _ 2n + 3 Ag, __ 2n + b A*a^ __ 2n+7 

A^g,+, "" 271 + 1 ' AOn^i ■" 2n + i ' A'g,+, "" 2n + i ' ' ' ' ' 

A^g, _ 2n + 2fi + 3 
^On^-i "" 2n+l 

Posant enfin requation 

^ A^g, 2n + 2u + 3 ^ o /^ 

^ = z^^iü^r = ^^1— = ^' *'" .«-2«=o, 

qni represente, sans cbangeraent de signe, celle <p(jif x)-'3tp(jiyTi) = dont 
il a ete queslion au No. 12., lorsqu'on y suppose ri = n^ eile fera connailre 
Tordre fi auquel on doit arrSter les transformations de la serie proposee pour 
qu'ayant A^'a^^CSA^a.^.i, de /^ = ä ,u = 2ii— 1, on ait, au contraire, 
A''ö^>>3A^a„+i quand on passe de Tordre fi = 2n, ä Tordre if = 2fi + l. II 
arrive effectivemenl ici que la fonction ,u — 2n ou a^ö„— 3A^a„^i reste con- 
stamraent negative pour toules les valeurs de /.t inferieures a 2fi^ et devient 
positive pour toutes celles qui surpassent cette mSme quantite. 

D'ailleurs, si Ton reroplace (13.) n par rj dans Tequalion /t— 2ii = 0, 
ce qui donne, en general, /t — 277 = 0, il paraftra evident que, pour tous les 
ordres ^ inferieurs ä 2ii+l, on a constamment A^ö^/<C3A^a^^i de Ti = n ä 
^ = oc, tandis que, pour cet ordre lui mäme, auquel repond Tequation 
2fi+l— 2^7=0, Tinegalite dont il s'agit, n'est satisfaite qu'ä parlir de 17 =1»+!, 
la valeur ri = n donnant, au contraire, 2«+l — 2>0 ou A^'*^^a,>>3A^''+*a^^i. 
On est donc assure que, pour tous les ordres jn inferieurs ä 211+1? les va- 
leurs donnees par la formule (f.) ou (t'.) sont les plus approcbees possible ea 
egard au nombre des termes qui y entrent, tandis que Ton ne peut plus rien 
affirmer relativement a Tordre 2ii+l lui möme, ainsi qu'a tous les ordres 
suivans. Ce sera donc le cas de se servir, pour calculer la somroe S de la 
Serie proposee, de celle des formules (f.) du No. 14. ci-dessus, qui se rapporle 
a l'ordre u = 2n. 

19. 
Supposant, en parliculier n = 0, ce qui revient a prendre 
S« = 0, a„ = 1, a^+i = ^, a„+2 = ielc-? 
requation ci-dessus donnera u = 0, et la premiere des forraules citees 
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'S = «»-Hö, = 0.75; 
valeur exacte a moins de ^V- 

Supposant ensuite 

n=l ou 8^ = i, ö„ = i, 0^,4.1 = ^, a^_^2 = h 
on trouvera fi = 2^ et, par la 3*"^ des formules (r.)i 

S = «n~ tV (1 5 a„- 10 a„+ 3 ö,+,) = 0,7857 1 4, 
a moins de 0,00633. 

Pour obtenir un pareil degre d'approximation ä Taide du procede direct, 
il faudrait calculer au dela des 3000 premiers termes de la serie. 

Supposant enfin 
» = 2 ou «„ = 1—^, a, = i, a„+i = |, 0^+2 — h ö«+3 = tV^ ön+4 = iV^ 

il viendra 

^ = 2« = 4 

et S = «,+TV(63a,-56a,+i+38a,+,-16ö,+3+3ö,+4) = 0,7853924; 

valeur exacte, jusqu'ä la 5"" decimale. 

20. 

En rechercbant directement les limites de Terreur qui se rapporte ä 

ce dernier nombre, on trouvera (10.) 

2?r2(*«+i- 20< 2?+r^^««+2 = 0,00003667>-^ 

attendu qu'on a Ici rigoureusement A^a^^S a^ a^^^, et d'ailleurs 

aA-^ - A*^ _^2^4^.8 . _ 5^ _ 1.2.4.6.8,10 

A^a,+2-Aa4= 9,11.13. i5.„ . ^^ »n+i - a Ö3 - 7.9.11.13.15.17 ' 

Ces limites surpassent, comme on voit, de beaucoup Terreur effective dont 
la valeur, positive, est moindre que 0,0000058; mais, si Ton en prend la 
demi-somme algebrique, le resultat qu^on peut considerer comme Texpression 
de terreur probable, bien qu'un peu faible, donnera une valeur tres appro- 
cbee de Terreur effective, ce qui tient ici ä ce que la serie 

aX- 3 a^ ö,+,~ (aX+i- 3 A^a„+2) + C^'' a,^2- 3 a^ «,+3) ~ (^X+3~ 3a^ a,^,) + etc. 
qui entre (11.) dans Texpression de cette erreur, est aussi peu convergente 
que la proposee, et a, en consequence (2.), pour valeur tres approcbee, la 

quantite 

A^a-3A^a„,,-i(A^a,+,-3A^a„^.,), 
qui est precisement (10.) la moyenne aritbmetique des limites ci-dessus 
de Terreur. 

En substituant d'ailleurs, aux differences des divers ordres qui en- 
trent dans la serie dont il s'agit, les valeurs numeriques qui leur appar- 

3* 
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tiennent, on obtiendra, ponr Texpression rigoureuse de Terrear ou du com- 
plement de la valear de 5 qai nous occupe, 

^. f 2 3 4 5 \ 

^*V9.U.13.15.17.19 11J3.15.17.19.21 "^ 13.15.17.19.21.23 15.17.19.21.23.25'*'®^^/ 

s^rie, en effet, tres peu convergente, et qu'on pourrait, ä son tour, traiter 

comme la proposee, mais qu'il nous suffit ici d'avoir signalee. 

En applicanl sa methode au cas qui nous occupe, Euler *) est parvenu 

ä la transformee indefinie 

S - i /^. . 1 , 1-2 , 1.2>3 1.2.3.4 N 

^ - 2 V^+ 3 + 3.5 + 3.5.7 + 3.5.7.9 +^^^')^ 

qui est donnee par la formule {%.) appliquee au l^** terme de la s^rie pro- 
posee, et dont il faudrait calculer au moins les 14 premiers termes pour ob- 
tenir un degre d^approximation egal a celui que comporte la valeur 0,785924 
trouvee en dernier Heu. 

21. 
On arrive ä des resultats analogues en considerant la serie 

S = l-i+i-i + i~i---±— W+— T-Ö + — T-Q+öte. 
» ' » * » ö « — n+l ^11 + 2 ""» + 3^ 

Qui represente le logarithme neperien de 2, et ä laquelle Euler a egalement 
applique sa formule de transformation anx endroits cites. On trouve, en effet, 



£iM 



an n4-jti + 2 4 , ^— * 

r— = — im — = ^-ir-zrrri 



a/'Oh+i n + 1 * »+1 

rapport qui converge sans cesse vers Tunite a mesure que n augmente, et 
qui devient precisement egal a 3 quand on a 

u = 2fi+l. 
Prenant, par exemple, 

« = 2 ou «„ = 1 -i, 0« = ^, ön+i = i, öi.+2 = i, ö«+3 = ii etc., 
il viendra ^ = 5, et par la 6^ des formules {t.) du No. 17., 
S = «n+yiir(255a„-246ö„^,+ 213a„^2-148a.+3+73a„+4-22a,^5+3a,,^) 

= 0,69314546 
valeur exacte a moins de 0,000002, et qu'on n'obtiendrait, par le procedö 
direct, qu'en calculant au dela des 558000 premiers termes de la serie 
proposee. 



*) InsHtuHones cahuli differeniialiSy page 237. TraiU de calcul differeniiel et tnt^- 
gral de Mr. Lacroix, Tome III. page 349. 
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22. 

Soit enfin la serie 

^ — i ^ . *'3 1.3.5 1.3.5.7 



• • • . 



2 ' 2.4 2.4.6 ' 2.4.6.8 
^ 1.3.5...,(2it— 1) ■, 1.3.5....C2n--l)(2ii+l) 
'•"^ 2.4.6... .2ii + 2.4.6. ...2n(2n + 2) +®^^- 

qui represente, comme oo sait, le döveloppement de (1+1)'*= j^|/2=: 0,7071067. 

En posant, pour abreger, 

1.3.5....(2ii— 1) _ . 
2.4.6....2II '^ '^^ 

on trouvera, sans difficultes, 

^^^ _ j, 1.3.5.. ..(2/ti-l) 

^ »n - /^- (2n + 2)(2ii + 4)(2»+6)....(2»+2^) ' 

1.3.5....(2^-1)(2^+1) 



►»+1 - (2n+2)(2ii+4)(2ii + 6)....(2ii + 2^)(2ii+2fi+2) ' 

et, par suite (11.), 

c,_ iiA«a, _ 2ii + 2^+2 
^a»+i "" 2n + l 
Ce rapport devient egal ä 3 (12.), quand 

2ii+2^ + 2-3(2ii+l) = ou 2/u-4»-l = 0; 
ce qui ne penl avoir liea rigoureusement pour äucun des termes ni pour 
aucune des differences concernant la serie proposee. 

Supposant, par exemple, 
. . 1 1.3 1.3.5 

fl=l ou «n=l9 «« = -ö-9 ^n+l=QrT9 ««+2 = 



• • 



2' *'"+*■" 2.4' "*•+' 2.4.6' • 
eile donnera ^ = 2+^. Or, en prenanl jtt = 2 , on trouve 2a— 4»— 1<;0, 
et par consequent A^a«<:i3A^a,i4.i de n=l a f» = oo; tandis que, si Ton fait 
^ = 3, on obtient ^^^ a^>^^^ o^j^x pour « = 1, puis A^an<C3A''o^i depuis 
n = 2 jusqu'a »==00; ce qui prouve evidemment (13.) qu'on doit s'arröler 
anx transformees du 3"* ordre, et se servir de celle des formules {t.)^ qui 
s'y rapporte. 

On trouvera ainsi, en ce rappelant que «» = 1, 0n = i ^'^^-^ 
S = B^-ij, (31 a,- 25«,^,+ 13a,+,- 3a«+3) = 0,70728, 
valeur trop forte, et qui ne differe pas de 0,0002 de la veritable, comme il 
serait aise de le constater, ä priori, en calculant les limites de Terreur avec 
un degrö d^approximation convenable. 

Ce calcul ne laissant pas que d'ötre penible, dans le cas actnel oü la 
relation A^an = 3A^an4.i n^est point exactement satisfaite, il sera preferable 
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de calcnler, selon la remarque du No. 11., directement deax premieres va- 
lenrs approcbees de S^ par les formules (%'.) et (Ar'.) des No. 15. et 16., les- 
quelles deviennent ici, en ayant egard aux sigaes des termes et attenda qae 
f* = 2, 

S = « -i(7«.-4a»+,+a.^.,) = 0,7109375, 

S = «,- fl„H- i (7 o,^.l- 4 fl.+»+ 0.+,) = 0,7060547 ; 

valeors dont la 1" est trop forte et la seconde trop faible, d'apres la remarque 
du No. 16. et si Ton observe qu'ici les sigaes des termes sont changes. 

Prenanl la moyenoe arithmelique enlre ces nombres, laquelle repood 
a la formule (&.), on obtiendra la nouvelle valeur 

S = 0,7084961, 

qui serait immediatement donnee par la formule (m.) ou son equivalente (m', 
No. 17.); cette valeur est donc, ä son tour, trop forte, et par consequent la 
veritable valeur se trouve comprise entre eile et la plus petite des prece- 
dentes 0,7060547, dont eile ne differe que par la 3^ decimale. Prenant, en 
consequence, la moyenne de ces dernieres valenrs, on obtiendra finalement 
le nombre 0,7072754 qui s^accorde avec celui qui a ete obtenu directement 
ci-dessus, au moyen de la 4*" des formules (/'.)• 

D'ailleurs la marche precedenle n'est guere plus laborieuse, et eile 
apprend que le nombre dont il s'agit ne saurait differer du veritable, d^une 
quantite qui surpasse la moitie 0,00122 de la difference de ceux 0,7084961, 
0,7060547 dont il provient. 

Transformation des memes series dans le cas oü le rapport 
numerique de chaque terme au suivant converge vers 

un nombre plus grand que lunitd. 

23. 
Les series qui nous ont jusqu'ici occupes sont censees fort peu con- 
vergentes, de sorte que leurs termes consecutifs tendent sans cesse vers 
Tegalite aussi bien que ceux des suites formees par leurs diff^rences des 
divers ordres; s^il en etait autrement, et notamment si la discussion du No. 13. 
avait appris que, dans un certain ordre /tt de differences, on a 

A^a^>3A'"a^4.,, ou seulement A^a^>>2A^a^+i, 
pour toutes les valeurs de rj superieures au nombre n qui marque le rang 



1. Poneelet, sur les limites du rette des siries. 23 

du terme auquel on veut appliquer la transformation, il faudrait s^arrSter ä 
la formule (i.) qoi se rapporte a cet ordre, et calculer directement la yaleor 
de la Serie b^ (8.) qui entre dans Texpression du reste de cette formule, en 
modifiant le procede qui precede ainsi quMl suit. 
Sachant, par exemple,- que, dans la serie 

iS = «n+ö«— ö^+l+««.+2— ö«+3+«n+4— etc. 

chacun des termes qui suivent a^y est au moins i fois le precedent, le nombre 
j etant egal ou superieur ä 2, on la multipliera par i^ ce qui donnern Tex- 
pression de iS; ajoutant ensuite cette expression a celle de S^ et divisant 
par 1+t^ on mettra le resultat sous cette forme, 

S = s^+ jqjT an+ j^ [(a„— f a^+i) — (ön+i— « Ö1.+2) + (««+2- i ««+3) — etc.]. 

Le nomhre i^ qui entre dans cette transformee evidemment identique avec la 
Serie proposee, doit dtre choisi le plus grand quMl est possible sans neanmoins 
qu'aucune des quantites ou differences a«— ta«+i, ö«+i— •»«+2^ ««•+2— «X+s^ • • • • 
puisse devenir negative; condition ä laquelle on satisfera evidemment en 
prenant, pour ce nombre, la plus petite des valeurs du rapport de chacun 
des termes de la serie proposee au suivant, en allant de a» vers Finfini. 

En representant encore ici les differences, dont il s'agit, par A^a^ 
^i^n+i) ^i^»+29 • . . •) Tindice i affecte a la caracteristique a servant ä rappeler 
que ce ne sont pas simplement leä differences des termes consecutifs de la 
suite Gny a^+n ^11+29 • •• • qu'il s'agit de prendre, mais bien Celles de chaque 
terme a t fois le suivant, la relation ci-dessus deviendra 

Si les differences qui entrent dans la parenthese de cette transformee, 
sont decroissantes , ce qui exige qu'on ait, depuis rj = n jusqu^ä rj infini, 

-:^i^!a_. c'est-a-dire -^52Z:i?2±L>l, et par censequenl 

. ^ a,y— -a,7-n _^ Afl^ 

Terreur qu^on risquera de commettre, en prenant 

I 11 

^ = ^+ iqpi «*•> sera < jq^r^a« = iq:i (»«-««,.+1); 

mais, pour qu'elle soit moindre que celle qui se rapporte ä la valeur 
S = «^+a„, il faudra, tout au moins (1.), qu'on ait 



i 

Cali ^hmt^ an pomra proe^der i la redierche d^ime yalear plos a^rochee 
anecrra da 8, an traitant la sMe antra paranlbeaas comma nons Tayons fait 
da la propof^a^ at ainii da raita, an d^barassant, a chaqna fois, s^il y a lien, 
eatta §Me des faetann qoi poorraiant compliqnar inntilamant ses tarmas. 

24. 

Cat exfO§6 inffit poor montrar la marcha a soivre dans la cas qui 
noui occnpa, at, ao lien de continnar a raisonner dans Thypothese la plus 
g6nörala, noai coniiddreroni, en particalier, les söries de la forme 

qui font oallof qui sa pr^sentont la plaa frequemmant dans les applications, 
at noni mppoferons qua, la variable js etant inferieure ou tout au plus egale 

a l'uniti, los coCfficiens num^riques On, a^+i, a^^^^ et leurs differencea 

das divers ordros forment des suites naturellement decroissantes, mais d'nne 
manMro fort peu rapide; cas qui Interesse specialement les applications. 

On pourra d'aiileurs toujours properer la serie propos^e et celles qui 
dependent de ces diff^rences, de maniere que cela ait Heu dans chaque ordre 
de transformies. 

Supposant, par exemplo, les coöfficiens On, a^+i^ a„+2 9 .... tels quo 
ohncun d^oux seil au moins • fois celui qui le suit immediatement, on mettrait 
In sorio proposöo sous cette forme 

CO qui on ramenerait le calcul a celui d'une autre serie dont les coefficiens 
dos tornies cons6cutifs tendraient vers Tegalite, a mesure qu'on s'eloigne- 
rait du promior. Mais, comme Pintroduction des facteurs i dans les series 
dos diiTtVoncos rolaiives aux (ransformces successives, compliquerait beau- 
coup los rosultals, ol qu*ll serait impossible d'en rien conclure de general, 
nous ndmoKroiis qu'ils surpassent, du moins a partir du 1*' ordre, asses pea 
runiti^ pour qu'il dovienne inuiile de les prendre en consideration, d'autant 
plus quo^ s'ils olnioDi tres grands« les series qui leur correspondent devien- 
draiont toUomont convorgonles« qu'on serait dispense de pousser plus loin les 
transfornmlions. 
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25. 
Considerant donc la serie 

{A.) S = «i+öl« — flh«^+ösÄ^--Ö4Ä*+«5Ä^— etc., 

supposee tres peu convergente pour le cas de ^5 — 1, on prendra • = — ; 

ce qui donnera la transformee du 1^' ordre 

« 1 

attendo (23.) qu'on a, en general, A,a^a'' = ö«a" ö«+iä"^^ = ^»n«"-^ Fesant 

passer en dehors de la parenthese le terme en Aai, multipliant tous les termes 
par — , ajoutant la nouvelle equation, membre a membre, ä la premiere, et 

divisant par 1-| — *), on aura pour transformee du second ordre, 



» . »' . »' 



Continuant ainsi, de proche en proche, on obtiendra, en general, pour la trans- 
formee de Tordre fi, 






(D.) S = ^1+ TTT «1+ r4 1 .t>i ^ ^1+ ^4 i^.iM ^'^^i 



• • . • 



dont la loi est manifeste. 

Supposant d'ailleurs que la serie, entre parentheses, seit convergente, 
on aura 

iE.) S = ,.+ ^-p-a.+ ^j-p^Aa.+^j:p^A*a..... 

'•••+-T4:iJr^^^'öi = S' a moins de -^j-p-^A^a,. 

Cette derniere serie S\ poussee ä Tinfini, est celle qja'Euler a obtenue 
ä la p. 7., Tom^I. de ses Institutiones calculi differentialis ^ sans faire con- 
naitre, toute fois, Texpression du reste ni la limite de Terreur commise, quand 
on Tarröte ä un terme quelconque. 

26. 

Si Ton fait passer en dehors de la parenthese de la transformee ci- 
dessus, le terme en A^a^, eile deviendra 



^) Ou, ce qui est plus simple et revient au m§me: multipliant par s^ ajoutant, 
puis divisant le resultat par 1-f s. 
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(F.) S = ,,+^j-p-a,+.^^-_Aa|.... 

DOQvelle relation qni, d'apres ce que nous avons yu (4. et 7.) poor le eas 
de js = 1 , revient precisement ä celle qa'on obtiendrait en fesant cook» 
mencer la transformation au terme suivant 02 z^ de la serie proposee; ce qui 
donnerait 

- (i+ty ^""^ <»»- (i^»y. C^" «* a - ■*" «b «'+ a" o» «*- elc.) , 
ou 

On avra doDc aussi, pnisqne la serie entre parentheses est supposee coü-» 
vergente, 

(G.) S = S'+-^^^A^ai = S", ä moins de -^^^^a^o,, 

degre d'approximation qni est soperienr a celui qae comporte S*; mais on 
Yoit que, tandis que cette derniere valeur est trop faible, la precedente est 
trop forte, de sorte, que la veritable limite S de la serie proposee est com- 
prise entre elles. 

Passant maintenant a Tordre suivant in+i^ ou, ce qui est la mdme 

chose, multipliant la seconde (F.) des transformees ci-dessus, par — , Ta- 
joutant, terme ä terme, a la precedente (J9.), puis divisant le resultat par 

H — , on aura 

et par consequent, en supposant toujours la serie, entre parentheses, con— 
yerfifente, 

(/.) S = S'+.^j^^A/'a. = S'", ä moins de j^^y^ ^"^^ a,. 

27. 
Cette derniere limite sera generalement plus pelite qne celle qni se 
rapporte a -S' ou iE.); mais, pour qn'elle le soil dayantage que la limite 4e 
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5" ou (6.)) ^* 9^'il y ^^^ V^ consequent motif de preferer la yaleur de S'" 
a Celle de S" on devra avoir, tout au moins, 

c'est-ä-dire A^ai<:; (2 +5)^^02, et, tout au plus, 



La möme condition devra d'ailleurs ötre satisfaite dans tous ies or- 
dres inferieurs a /z, ponr pouvoir af&rmer^ d'une maniere absolue, que le 
rösultat a le de^e d'approximation que comporte le nombre des termes de 
la proposee qui y entrent. On s'arrdtera donc a Tordre ^ pour lequel a^Oi 
ögale ou surpasse, le moins qu'il est possible, la quantite (2+^)4^^; et, 
attendu que les complemens ou erreurs relatives ä S" et Iff'* sont de signes 
coDtraires, et ne peuvent elles mömes alors differer que tres peii Mtre elles, 
OD pourra prendre , pour nouvelle valeur approchee de la s^rie {A.) , celle 
que donne la moyenne arithmetique entre S" et S'", dont Terreur, comme 
nous Tavons vu (9.)? pour le cas particulier de i5 = 1 , devra dtre aussi tres 
pres de zero. 

On aura donc 

(/f.) & = — 2 — = 5 + A^ai — 2 ii+ty+^ -^ ' 

expression a laquelle correspond Terreur 

sfl+2 

+ ä^jq:^^ [A'"'' «1- A^^' o, a + A''+» o, «'- etc. - (1+ ») A" 02+ (1+ a) A'' oj 

-(l+a)a*4''a4+etc.] 
ou 

-[A^»4-(2+Ä)/i''fl6]«'+etc.|. 

Par consequent si, comme on le suppose, les differences qui entrent dans celte 
erreur, sont d^croissantes et 2»^1, cette mdme erreur sera (9. et 10«) 

ä^iqr^^j+rC^"«! -(2+»)^"«» -AA'+'o.a]; 
c'est-a-dire 
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28. 

Pour decouvrir, a priori, l'ordre u auquel on doit anrdter les trans— 
formations, on posera röqaation 

A"* Ol = (2 + a) A^ ax ou, plus generalement a^ a, = (2 + a) a" a,^i , 
dans laqaelle il n'entrera qoe fi, z, n et des nombres tout connus, et qu^il 
fandra discuter, dans chaque cas, de la möme maniere qoe nous ravons in- 
dique, en general, aux No. 12. et 13. et, en particulier, aux No. 18. et sui- 
vans, dans la supposition de z = i. 

Cousiderant, par exemple, la serie 

arctanga. = _-- g-+___....±__p^ +__ + etc., 

on la ramenera a la forme de la precedente, en posant 

aretangx _ ^ 

et, par snite, 

3i = x\ *i = l, ai = i, fl2 = i, »3 = + etc. 
Attendn d'aillenrs qn^on a ici, en representant par ^ le rapport de A^a« a 
A^a,+i (18.), 

g= 2ii+l ^ ^'^ resulle lequalion ^g^_^^ =2 + ag% 

pour determiner u quand x et n sont donnes a priori. 

Supposant d'abord n = 0, ce qui revient a operer la transformation sur 
le 1*' terrae 1, de la serie S, on obtiendra u = —^ + ix'^. Or cette relation 
prouve que, quel que seit x, pourvu qu'il ne surpasse pas Tunite, on doit se 
bomer a operer directement sur les termes de la serie, sans recourir aux 
transformees. 



*) La moyemie arithm^tique de ces erreurs, ou Verreur probable (19.), a, pour 
expressiooy 

quantitö qui exprime une Taleur approeh^ (10. et 19.) de Ferreur effectiTe lorsque 
la sörieAA-a,— (2 + »)A-a,— [a"«,— (2 + »)A-a,]» + [A-a,— (2 4-»)Ai«aJ»*— etc., est, 
du moius ä partir de son second terme, de meme nature que la propos^ et eonreri^te. 
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Passant donc au second terme pour lequet n = 1, on obtiendra 

et par consequent ^ = 2 quand ir^ = l, f^ = i quand x^ = ^; ce qui annonce 
qu'on devra poasser les transformations jusqu^ao second ordre lorsque x'^ sur- 
passera ^, et jusqu^an premier senlement lorsque x'^ sera plns petit que ^ ou 
tont au plus egal ä ^. 

Si Ton suppose, en effet successivement .^ = 0, f^=i^ 1^=^^^ /^"^"^^ 
dans Texpression de ^^ puis ii = l, on s'assurera aisement que, 

l^ quand X2<Ci^ on a ^<;2+a?^ pour Tordre ^ = 0, « ^>2+ar^ pour 

tous les ordres suivans; 
2^ quand x'^>^<ii^ on a ?<;2+aj^ pour les ordres iw = 0, ii* = l, et 
^>2+a?^ pour tous les suivans. 
Et, comme n = l revient a supposer, abstraction faite des signes, 

* = t, ai = i, (h = h «3=i etc., 
ce qui donne 

1 1 2 112 

2 _ 2 2 2.4 2 _ 2.4 



3 2.4.6 3 2.4.6 



.... 



• • . • 



3.5.7' *^~ 5.7.9.«' 

on anra (25. et 27.), pour x''<Zi', on observant que f* = i, »==a? et ayant 
egard aa cbangemeot des signes de oi, 02, th etc., 

de Sorte qu'en prenant S = S'^, Terreuf sera (27.) 

(3—40!*+ 5g*) g' ^ (3 -13a;«) g* 
,(1+»')* 5TO^ (!+«')' '5.7.9* 

Poar a;*;>^, on trouvera pareillement, attendu que ju = 2, 

„_. 1 g* 2 g* 

*~'~3'rKi* 3.5'(l+g')*' 

rtv_e» i_ C!i:f!)^6_._l_£l__i_ a?« 4_ (2-j-g^ ., 

•^ ""^ 3.5.7'(1+«')»* ~ * a'Cl+g») 3.5*(l+g')' 3.5.7' (1+g«)»^' 

Terrenr relative k eette dermere ezpression 6tant 

(«— 6g'+5g*) 4g» ^(H-17g') 4g» 



(l+gT 5.7.9.« ^ (i+g')* 5.7.9.« 
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La yaleur approchee de Si etant ainsi trouvee pour Tetendue des va- 
leurs de X ä considerer, il ne sagira plus que de la multiplier par x pour 
obtenir celle de arctaiiga;. 

29. 

£n terminant ce qui concerne les series convergeQte3 dont les termes 
sont alternativement positifs et negatifs, nous devons preseoler quelques re-* 
raarques essentielles. 

l"". Les consideratious exposees en deruier lieu, s'appliquent aussi 
Jbieii aus series descendantes qn'aux series asceudantes, et ne supposent pas 
essentiellement que les puissances de la variable soient rationnelles et entiers, 
mais seulement que leur rapport, en passant d'un terme qaelconque au suivant, 
seit constant. Or c'est ce qui est evident a priori puisqu'on peut toujours 
suppo^er que «e rapport ou la variable 9 aoit une fonction qaelconque d'une 
autre variable independante. 

30. 

2^. Les mömes considerations et toutes Celles qui precedent n'ßxigent 
pas essentiellement que les coef&ciens de la serie proposee et leurs diffe- 
rences des divers ordres soient decroissans dans toute Tetendue de cette serie/ 
mais seulement que oette möme serie et celles qui conslituent les restes ou 
complemens des diverses transformees , aient une limite ou soient conver- 
geates; ce qui ex\ge simplement que leurs termes aiUent sans cesse (1.) en 
diminuant, ä partir d'un certain d'entre eux; du moins ne doit-on appliqaer 
les consequences qui se rapportent ä la limite des erreurs commises, quand 
on neglige les restes ou complemens dont il s'agit, qu'ä la partie convergente 
des series formees par ces restes; ce qui suppose ^'on fasse sortir dans 
chaque cas, au dehors de parentheses qui les renferment, tous les termes 
divergens ou croissans pour les reunir a la partie qui doit donner la valeur 
approchee de la somme on de la limite S qu^il s'agit d'obtenir. 

Seit, pour ezemple, la serie 

dont les coef&ciens numeriques vont constamment en augmentant, et qui 
esf convergente tant que x demeure au dessous de Funite, mais dont les 
Premiers termes commencent par diverger lorsque x surpasse f , et se re- 

3a: 

deviennent decroissant qu'a partir du terme pour lequel on a ^<^27TII~T 
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2n 

ou x<i 2 1 3 i ** designant le rang de ce terme qni en a n— 1 avant lai, et 

V Q exprimant le rapport de ce mdme terme an suivant: On formera, sans 

dif&cnlt^s, ce tableau des differences des cogfficiens de la serie dontil s'figit, 
pris toujours dans Tordre inverse. 

Ordre 1" 2' 3' 4* 5* 6* lermes les 

differences 

ül ^ 5 5.7 5.7.9 5.7.9.H 5.7.9.H.13 



A 



A» 



A^ 



a' 



A« 



A* 



1 

' 2 ' 2.4 ' 2.4.6 ' 2.4.6.8 ' 2.4.6.8.10 

_i. _i. A _i. ^ _J. 5-'^-^ _ 3 5.7.9.11 

2 ' 2*4' 2 * 4.6 ' 2 * 4.6.8 ' 2 '4.6.8.10 ' 

3.1 3.1 5 i:L 5'' iJ. 5.7.9 

2.4 ' 2.4 *T? 2.4 "eiS"' 2.4 '6.8.10' 

3.1.1 3.1.1 ^ 3.1.1 5.7 

2.4.6 » 2.4.6 * 8 ' 2.4.6 ' 8.10 ' 

3.1.1.3 3.1.1.3 5 



• • • • 



2.4.6.8 » 2.4.6.8 10' 
3 1.1.3.5 



• • • • 



• • • • 



2 4.6.8.10 

La loi de ces differences est facile ä saisir, et Ton voit que leors va- 
leurs absolues sont condtamment decroissantes ä partir da second ordre, soit 
qu'il s'agisse des differences des divers ordres, relatives a nn möme terme ou 
qui appartiennent a nne möme colonne verticale, soit que Ton considere celles 
qui, rangees sur une m6me ligne horizontale, appartiennent au möme ordre et 
aiix coSfficiens successifs. 

D'apres cela, si Ton suppose, dans la serie (A.) du No. 25. 

5 7 5*7 9 

on trouvera, pour les transformees simples du l""' et du 2*^ ordres, la serie 
proposee, 

o^Saj.Ä/S 352, 3 5.7 • 3 5-''-9 4i 3 5.7.9.H 6 . \ 
o 4 5 « , 3 05" X* ./3.1 3.1 .5 2, 3.1 5.7 • 3.1 5.7.9 4, ^. \ 

La Serie entre parentheses, contenue dans la derniere de oes transformdea, 
ne devenant divergente que lorsque x surpasse Tunite, et restant convergeBte 
dans le cas contraire pour toute Fetendue de ses termes, on aura encore ici (26.) 
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et S0U9 la seule reserve que x ne surpasse pas Tunite. La möme chose ayant 
lieo pour tootes les transformees des ordres superieurs au 2% on voit que ce 
qui a ete dit aux N""' 26. et 27., ^leur est immediatement applicable. 

Quant ä celle du l""' ordre, la serie, entre parentheses, qu'elle ren- 
ferme etant du mdme genre que la proposee, c'est-a-dire convergente pour 
toutes les valeurs de x moindres que Tunite, quoique susceptible de diverger 
dans ses premiers termes quand x surpasse ^^ on devra lui appliqüer les re- 
marques qui precedent relatiyement a la valeur approchee de jS qu'on en peut 
deduire. 

Supposant, par exemple, x = 0,82, il arrivera que les termes de cette 
Serie iront en croissant jusqu'a celui qui contient x^; on prendra donc ap- 
proximativement 

^,.5 0?, 3 a;* 35 x' .,357ir* 



2 (i + x) ' 2 (1+a?) 2 4 (1+a?) ' 2 4 6 (l + a?) 

et non pas S = 1— -^' .., . , cense exact ä y'T'TTT^ P**^® ^*^' 



31. 

S^. Enfin lorsque la valeur de la variable, suivant les puissances 
de laqnelle procede la serie propos^e est donnee a priori, soit exactement, sott 
approximativement ou entre des limites assignees, il n'est point indispensable de 
recourir a Texpression analytique du terme general des co§f&ciens de cette 
Serie et de ses differences comme on Ta fait aux N^' 18. ä 23. et 28., pour 
etablir la discussion (12. et 13.) ä Taide de laquelle on peut connaltre Tordre 
auquel on doit arriter les transformations et le terme dont on doit partir pour 
obtenir Tapproximation la plus avantageuse quMl est possible, eu egard au 
nombre des termes qui entrent dans chaque resultat. On peut, tout aussi bien, 
proceder, de proche en proche, par Texamen de la loi que suivent les 
Premiers coefificiens de la serie et leurs premieres differences jusqu'a Tordre 
auquel on doit s'arrdter, pourvu seulement qu^on soit en etat de prononcer, 
par un moyen quelconque et suf&samment general, sur ce que devient ulterieure- 
ment cette loi quand on suppose la serie prolongee a Tinfini, et notamment que 
les series, qui constituent les restes de chacune des transformees auxquelles 




1. Poncelei, sur les limiies du reste des sMes, 33 

on s'arröte, sont convergentes ou coBstamment decroissantes ä partir de leor 
premier terrae. 

Nous choisirons, pour exemple particulier, la serie 

o = — ^«uH j — Ö2« H 3 — «4« H g — «6* T jp — Ö8» +etc. 

qai represente la valeur de TiDlegrale elliptique 



-'S 



»' 



1/(1 +0 «• ' 

et dans laquelle on a a; = -^<;l, 6' = sin6<Cl; la loi des coefficiens nume— 
riques Ou^ ^^ <>4 — ^^ant d'ailleurs exprimee par la formale 

^-'" 172:^:^; ^^"^ )+ — i.2....(n-i) — t^*""* ^ 

P(P — l)....(p-fI + 3) ^ P--1 /^_M2»_4x , 

1.2....(n-3) ■ 1 ■ 2 '^* ^ ^"^" ' 
PCP— 1) p(p+l)....(p>|-n~3) ,^ |,,4,^ p (p+l)....(p + n— 2) .. ,,2 
'""'" 1.2 ' 1.2....(n-2) ^* ^ )^ i' 1.2....(«-1) ^* ^ ^' 

dans laquelle on a remplace, pour plus de generalite, Texposant \ .des 
fonctions radicales ci-dessus par la lettre j9^ ce qui fait que la serie pro- 
poseie peut servir ä calcaler, par approximation, des integrales qui appar- 
tiennent a un ordre plus eleve que les transcendantes elliptiques, dans tous 
les cas ou js" et V sont au dessous de Tunite, js' representant d^ailleurs la 
limite superieure de Tintegrale. 

Cette möme serie est une de Celles que nous avons eu a considerer 
dans des recherches relatives au calcul du frottement dans la vis ä filets 
triangulaires {Litographie du coura de mecanique appliquee aux machines, de 
FEcole d!* Artillerie et du Genie, 3^ Section, Note IP). Or on peut demontrer 
generalement, par des considerations qui ne seraient pas ici ä leur place, 

que, pourvu qu'on ait p<:l, 6'<<1. l^ Les coefficiens o,), 02, 04, 

forment une suite dont les termes sont alternativement positifs et negatifs, ä 
partir du 1^' dont la valeur est -f-l, et qui, pris abstraction faite du signe, 
vont constamment en diminuant ä mesure que n augmente; 2*^. la m^me 
chose a lieu a Tegard des suites formees par les differences des divers or- 
dres de ces m^mes coefficiens. 

II en resulte dont que la serie dont il s'agit est constamment con- 
vergente tant que z" ne surpasse pas Tunite; mais, comme les coefficiens 
Ou) »2, a4, . . . . y decroisent d'une maniere extremement lente toutes les 
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fois que p n'est pas tres petit, il arrive aussi qae cette möme serie doit, 
qoand z" est tres voisin de Tunite, devenir alors tellement pea eonyergente, 
qu^on soit oblige d'en calculer un grand nombre de termes pour obtenir la 
yaleur qu'elle represente avec le degre d^approximation desire. 

Ce cas est precisement celui sur lequel nous sommes tombes, dans 
la Note precitee, en supposant p = i , ^'^ = i 9 co = ^ et ä" = 1 , valenrs qui 
donnent 

ö,, = 1, 02 = -0,25, a^ = 0,21875, Og = -0,19531, ög = 0,17725, 

a,o = 0,162964, an = 0,151565 etc., 
et, par suite, 

S ^ 2 -0,166667 a"'+0,070216Ä"*-.0,03890lÄ"^ 

+ 0,02581 0ä"«-0,0181071 ä""'+ 0,0137786«"^'- etc. ; 

Serie dans laqaelle il faudrait, en ootre, faire js" = 1, mais qoe nous con- 

sidererons dans le cas oü &" aurait une valeur quelconque voisine de runite. 

32. 

Cela pose, on remarquera que le T' terme de cette serie, surpassant 
le. triple du coefficient 0,166667, il n^ a pas lieu de faire commencer la 
transformation a ce terme; et, comme on a, au contraire, 

0,1 66667 < (2 + ä"') 0,0702 1 6, 
pour les second et troisieme termes, des que »"^ surpasse 0,374 ou 9", 0,61, 
il y a avantage ä operer sur le terme en z"^. Considerant donc les diffe- 
rences des divers ordres de ce terme et des suivans, on dressera ce tableau 
qu'ü serait inatile de pousser plus loin pour Tobjet qui nous occupe, 

2' 3* 4* b' 6" 7* termes 

0,166667, 0,070216, 0,038901, 0,025310, 0,018107, 0,013779, 



• • • • 



0,070216 0,038901 0,025310 0,018107 0,013779 



0,096451 ' 
0,031315 



*ia 9 



0,065136 
0,017724 



0,031315 ' 
0,013591 
0,017724 ' 
0,006388 



0,013591 ' 
0,007203 
0,006388 ' 
0,002875 



0,007103 ' 
0,004328 
0,002875 ' 



0,004328 ' 



des diffe- 
qu'on y a 



0,047412 ' 0,011336 ' 0,003513 ' * ' " 

En Consultant la ligne horizontale qui contient la suite 
rences premicres des coefficiens de la serie proposee, on voit 
0,096451 >3x 0,031315; ce qui prouve (27.) que Ton doit arrdter an 
1" ordre les transrormations relatives au second terme 0,1666678"' de la 
Serie, si mieux, on ne prefere passer au terme suivant. 
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On sapposera donc, dans les formales de N°* 26. et 27., 
u = i^ «1 = 2, a, = -0,16667, a d = - 0,09645 1 , 

^«2 = -0,031315, 

6t reinpla9ant, en mSme tems, j5 par z"^^ il viendra 



= 2 -0,166667 T^V-0,096451 ^?±^. 



s 



»4 



l-l-s«« ^'> -^' 2 (1 + »'")*' 

Terrear absolne qa'on risqae de commeUre etant 



i»" 



^^j^:^;^ [0,096451 -0,031315(2 + 0+0,013591 (a"'+0] 



ttf 



T [0,09645t -0,03t 315 (2 +a"^) - 0,0177240- 



Sopposant, en particulier, a" = l, on trouvera S= 1,8805, avec une errear 

absolne 

< 0,00371 1 > - 0,0031 52 

c^est-ä-dire moindre qne 0,003711 si Terreor vraie est positive, et moindre 

que 0,003152 si eile est negative; ce qui a lieu dans le cas actuel; mais, 

en realite, Terreur absolne est an dessons de 0,001. 

33. 
Si Ton veut obtenir nne valeur plns approchee encore de S^ il faudra 
passer ä la seconde colonne verticale dn tableau, qui contient les differences 
du coefificient 0,070216 du 3^ terme de la serie proposee, et descendre, dans 
cette colonne, jnsqu'ä ce qn'on arrive a une difference qui cesse d'ötre in- 
ferieure a 2+^'^ fois celle du mdme ordre, de la colonne suivante ou dn 
4* terme de la serie proposee, et cela pour tonte Tetendne des valeurs par- 
ticulieres de z" que Ton veut considerer. Par exemple, on trouvera que cela 
a lieu, pour la difference premiere, des qu'on a 0,031315^0,013591(2+»"^), 
ou a"^^0,3041; pour la difference 2**'; des qu'on a 0,017724^0,006388, 
ou ^"^^0,7746; pour la difference 3% des que z"^ est plus petit que 1,12686, 
ce qui arrive toujours par hypotbese. 

D'apres cela, on voit qu'en particulier, si z"^ doit demeurer compris 
entre 0,7746 et 1, ou z" entre 0,88 et Tunite, on devra arrdter au 3* ordre, 
les transformations relatives au terme +0,07021 6^5"^ qui nous occupe. On 
fera donc (26. et 27.) 

;t = 3, «, = 2-^0,166667 ä"% a, = 0,070216a'^ aö, = 0,031315a"-, 

A^ai = 0,01 7724 ä' 



'f2 

I • • • .1 
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et enfin « = j5"^; ce qni donne 

S' = 2 ^ 0,1 6667 z'''+ 0,07021 6 i"' -j^ + 0,031 31 5 g"^ ^^ ^^„^, 






»"• 



+0,017724»-.^5^P^, 



S = S'v = S'+ 0,01 1 336«"» ^i±5Üi. 



rf*\ mhB 



2 (! + »"•)* 

Quant aux limites de l'errear, comme elles dependent (27.) des diffe— 
rences qui ne se trouvent pas inscrites au tableau, on ponrra se dispenser 
(11.) de les apprecier directement en caiculant separement les valenrs de 

S" = S'+0,01I336V'^.^^-^^, S"' = S'+0,011336ä"^-^j:^, 

dont la demi-somme constitne la valeur de 5'^, et dont la demi - difference 
absolue 

± ^ ^^ = 0,011336 * 



est la limite superieure de Terrear commise, prise abstraction faite du signe. 
Supposant, pour exemple, js" ^^ 1, on trouvera 

S = 5*^ = 1,879551 a moins de ^ 0,01 1336 = 0,000708; 
mais, dans la realite, cette valeur de 5 est exacte jusqu^au 4*^ chifTre decimal. 

Transformation des series dont les termes sont affect^s du 
meme signe; recherche des limites de leiirs restes. 

34. 
Les considerations qui precedent peuvent s'appliquer, avec les modifi- 
cations convenables, au calcul numerique et ä la transformation generale des 
series dont tous les termes, ä partir d'un certain d'entre eux, ont le möme 
signe et decroissent indefiniment (1.)*) ^n allant vers Tinfini, pourva que le 
rapport de chaque terme au suivant, dans cette partie decroissante de la serie 
n'ait pas pour limite precisement Tunite, ou converge vers un nombre >>1. 

II ne s'agit, en eflfet, que de changer le signe du nombre i (23. et suiv.) ou 

1 1 
des quantites — , — qui le remplacent dans les differentes transformees , de 



*) L'indätermination relative au signe du demier terme o«, de la sörie n'ayant 
plus Heu, il serait facile d'en tenir compte dans les transformees successives; mais, 
comme il ne peut avoir une valeur finie sans qu'un nombre infini de ceux qui le 
pröeödent n'aient, dans nos bypothöses, des valeurs encore plus grandes, il en risulte 

Ju'alors la limite cherchöe de la sörie propos^e serait eile meme iniinie, ce qui dispense 
e toute espice de calculs. 
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mSine que ceux des termes ou des differences absolaes, qoi precedemment 
etaient affectes du signe — . 

Ainsi, par exemple, ces conditions etant satisfaites dans la serie 

eile donnera lieu ä la transformee de Tordre /i^ 

qui, etant poussee a TinfiDi en negligeant la partie comprise entre paren- 
theses, conduit a cette nouvelle serie: 

conforme ä celle qui a ete proposee par Euler ä la p. 228. de ses Institutions 
du calcul differentiely ä cela pres que les differences des coefGciens sont ici 
censees prises dans Tordre inverse. Mais, ainsi que Ta fait observer le 
savant auteur du Traite de calcul diffärentiel et integral deja cite (voy. T. III. 
p. 345 et 346), cette serie n'est convergente, par eile mdme, que dans un 
tres petit nombre de cas, lorsque les differences aoi, A^ai, ^^^i etc., ne de- 
croissent pas tres rapidement, et par consequent eile ne peut que rarement 
^tre substituee avec avantage a la proposee. 

35. 
Pour montrer la marche par laquelle on peut arriver directement a ces 
resultats, et en m£me tenis pour apprecier les limites des erreurs auxquelles 
ils donnent lieu quand on s'arrSte ä un ordre de differences qnelconque, co 
qui fera connattre, en möme tems, les conditions sous lesquelles il est avan- 
tageux de substituer la transformee ä la serie proposee, nous considererons 
en general la serie indefiuiment decroissante 

iS = ««+a,+a»+i+a„+2+ö«+3+««+4+etc. 
et, nommant i un nombre plus grand que Tunite, tel que chaque terme seit 
au moins i fois le suivant pour toute Tetendue de la serie qu^on se propose 
de soumettre a la transformation, on donnera a cette serie la forme 

pour laquelle 

multipliant ensuite tous ses termes par i, on aura 
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Si = »*.+ tV.+ (fl;^, + -T-fll+2+-Trfll^3-r-jr«.^+ctc.); 

retnmcluuit eofin de la precedente et divisant par 1— 1 = — (t— 1), il vieodra 
la transformee da i^ ordre 

Passant en deliora de la parenlhese le terme ^al, multipliant par i, retraachant 
eosoite le resoltat de la precedente, puis divisant de nonyeaii par 1— t^ oo 
obtiendra la transformee da second ordre 

Continaant le möme procede, on arrivera saccessiyement aox transformees des 
3^9 4*** ordres, et finalement ä la transformee de Tordre general n. 



laqaelle condait evidemment an resaltat enonce plns hant, relativement a la 
Serie en z, ponr laqaelle on prendrait 

f = — , t» = tl9 ö«=öiÄ, öii+i = Ö2 2, fl«+2 = «J«5 • • • • 

36. 
Hais, ce qa'il Importe de remarquer c'esl qu'en mettant la transformee 
da V ordre ci-dessos sons la forme 

la Serie comprise dans la parentbese, oa son eqoivalente 

««— « ««+1+ ö«+l— • ÖI.+2+ «•+2— « ö«+3+ ««+3 — etc., 

est necessairement convergente (1.), paisque, par bypolhese, f>>l est an 



nombre qni ne sarpasse aacan des rapports , -^^, — •• censes eux 

mdmes decroissans. II en resnlte, en effet, qae la somme de cette serie se 
troave comprise (1.) entre a„ et a^—ia^^i^ ou al et ai^— al+i = ^al, de sorle 

qn'en prenant 

i 1 

S = *n+-^zT^»^ i'erreur absolae est <^jz:i^n>jzj[^^^' 

Et comme, en fesant passer en dehors de la parenthese le terme a\,^ 
la transformee qui nous occnpe devient 
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on voit egalement qu^en prenant 
S = s^+a'n, Terreur absoloe est <73:y a;+,>^— j-(^ön+i— r-al+^J = 7-0U1; 

resnltal qui demontre, en general, que, dans une serie decroissante 

et dont f serail la plos petite des valeurs du rapport de chaque terme an 
suivant, considere depuis a„ jusqu'a o», on a 

S = *«+ö«, avec nne erreur absolue <r-r3rö„+i>a«+i; 

ce qui demonlre qn'une pareille serie aura toujours nne somme finie si, ses 
termes atiant constamment en diminuant de fa^on ä devenir ntds pour n = oc, 
le nombre i mrpasse Tnnite tTune quantite qui soit eile mime finie. 

37. 
En particulier, si la serie proposee est de la forme 

S = *i+aiÄ+02«'+Ö3Ä^ h 0/4«"+ 0^+1«^"*^^+ otc. 

Terreur commise, lorsqu'on s'arröte, dans le calcul, ä un terme quelconque 
a^Ä^, est 

k 

en prenant ici < = -ö" ^^ ^ ^^^^^ ^^ limite inferieure du rapport du coefficient 
Oj, d'nn terme quelconque de rang Xy au coefficient a^^^i du terme suiyant^ 
considere depuis x^ /i jusqu'ä (t = oc. 

Mous reviendrons bienlöt sur cette expression des limites du raste des 
series ä termes decroissans et positifs; contentons nous ici d'en conclure 
Tindice a Taide duquel on peut reconnaltre si la transformee (ß.) ou (C.) 
(No. 34.)9 supposee arrdlee a un terme quelconque, est susceptible de donner 
un plus grand degrö.d'approximation que la proposee {A.) supposee eile m6me 
arröt^e au terme correspondant ou de möme rang. 

38. 

Recherchons, ä cette effet, les limites du reste compris entre les grandes 
parentbeses de la transformee (J?.), afin de les comparer a celles qui viennent 
d'ötre trouvees, en dernier lieu, pour le reste de la serie {A.). 

La Serie entre parentbeses, dont il s'agit, equivalant a la suivanle 

A^*-^ Ol Ä - A^-» o, j5 + A^-* 02 «'- A^~' 03 ä'+ A^-^ 03 ä'- A^-' a4 ä'+ etc. , 
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dont Ies termes sont necessairemenl decroissans des que Ies differences qoi 
Ies muItipUenl le sont elles mdmes, ce qui est rbypotbese admise, ss etant 
d'ailleurs plas petit que Tunite ou tout au plus egal a Tunite, la somme de 
cette Serie se trouvera, des lors, comprise entre Ies quantites a'^^Hi« et 
A^'^OiÄ — A^-'OiÄ,- Terreur absolue relative ä la valeur 

(D.) S = ,.+j-i-«._^y^Aa.+ (j^A»a,....±-^j^A''-«, 
sera en consequence 



(i-»)/- ^^-^ (1-»)^ 
Comparant ces limites a celles qui ont ete trouvees ci-dessus (37.) dans 
Thypothese on Ton prend 

on Yoit que, si Ton a 

il n'y aura aucun motif de preferer, dans Ies calculs, a cette derniere ex- 
pression de S, la precedente (D.)? V^^ contient d'ailleurs le möme nombre de 
termes; mais qu'au contraire, si Ton a 

■^j— ^A^-'ai<a^+xÄ''^*-j^— ^ OU, ä fortiori, <a«+ia^+S 

c'est-ä-dire 

il sera avantageux de substituer la premiere (D.) ä la seconde (£.)• toute- 
fois, a moins que la valeur de a^^i(l— js)^ ne surpasse notablement celle de 
la difference a^'^^i, on fera bien de s'en tenir a la serie proposee dont le 
calcul et la forme sont plus simples. 

39. 
Supposant maintenant qu'on ne fasse commencer la transformation re- 
lative ä cette Serie, qu'au terrae dont le rang ou Tindice ^ est n^ on trou- 

Vera, saus difficultes, 

1 1 



+ A^a,g"^ %, ^ .> ±A^"*ö«Ä^ 



de Sorte que, si Ton prend 
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i i 

Terreur absolu sera, dans les mdmes hypotheses, 

et par conseqnent, pour qu'il füt cerlain que cette valear (F.) est plus appro- 
chee que celle (JE.)? on devrait avoir 

(iJ,)^--h. ^''"'«-<«/'+'»''""> c'est-ä-dire A''-a.<a^+,(l-ay-+'. 

40. 
En general, en pourra a Taide de considerations analogues a celles 
qui ont ete mises en usage aux N'''^ 7. et suivant, regier la marche a suivre, 
dans les Operations, de maniere a obtenir la plus grande approximation possible 
de Temploi des transformees relatives aux divers ordres de differences. 
Mais, attendu que la transformation qui nous occupe, ne sera generalement 
avantageuse que lorsque les differences des coefficiens de la serie proposee, 
seront rapidement decroissantes, ou du moins decroitront plus rapidement que 
ne croissent elles meines les puissances, de mSme ordre, de la fonction i—z, 
nous n'insisterons pas davantage, et nous nous bornerous a un seul exemple 
relatif ä la serie 

-log(l-a) = - + ^ + ^ + -^.... + _+-^ + elc. 

qui est peu convergente lorsque z approche de Tunite. 

Fesant *i = 0, ai = 1 , (h = h «3 = ^9 • • . . ö„ = — , on trouvera 

n 
^fff — iA.2....fi, ^f-'a = iA.2....Qt.—n) 



n(n-fi)(n + 2)....(n+M)' "" n(n+i)(nH-2)....[n + (|.t-n)] 

La condition pour que (F.) soit plus approche que (£.)t deviendra donc ici 

"•~n(«-|-l)(n+2)....[n + 0-n)]^"''+'^' *^ - ^+1 ' 

c'est-ä-dire 



m 



4 -M /// I \ l.i.2..,.m — 1 \ 

= l-y[{m + n) „(„+i)(„^2)....(« + m-l) ) 

m represenlant Tordre u—m+l de la transformee relative au terrae ^^ = — 

n 

de la serie proposee. 

Grelle'8 Journal d. M. Bd. XIII. Hft. 1. 6 
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Sipposons, en particaiier, 

4 

« = 4, « = 4, on aara »<^^-'}/(r^) = 1-0,489 = 0,511, 

» = 9, j» = 2, on aora »< 1~|/(JL) = 1-0,346 =0,654. 

Ces resallats soffisent pour montrer qu'il y aura, en general, peo 
d'avantages ä appUqoer la transforoiation qoi noos occape a la serie proposee; 
ce ä qooi d^ailleors on devait bien s^attendre d'apres la maniere pea rapide 
dont decroissent les differences de ses coefficiens. 

En effet, poor le premier des exemples dont il s'agit, ou ii=:4 et 
m = 4, on aurait (38.) 

1 "^ 2 "^ 3 "^ 4 ' i-» 4.5 ■ (l~»y "^ 5.6.4(1-»)* 4.5.6.7 ' (!-»)*' 

. 2.3.4 »• 

a moms de 



4.5.6.7.8 (l-»)*' 
et, par la serie proposee (37.), 

^^T+T'+T+T+T+T + T' ^ «"^^"^ *^ «^+14:17 =8-13^: 5 
fi elant ici egal a m—n+1 ou 7, et A^ limite inferienre da rapport 

iE Ti I 1 

— 2- = '~ considere depnis t]=zu = 7 jasqu'ä 17 = oc, ayant poor valeor 

Tanite. Or en prenanl precisement ^ = i, la limile de Terrenr relative a la 

1 1 
premiere de ces expressions de S, devient ryg^S^^ ^* ^®''® ^® Terreur qoi 

11 
80 rapporte a la seconde ^"öt? oombre qoi n'est pas le qointople du precedent. 

41. 

Neanmoins comme la transformee procede par des signes alternative- 
ment positifs et negatifs tootes les fois quo les differences des divers ordres 
de la proposee sont decroissantes, il est evident quMl pourra y avoir de Tavan- 
tage a la sobstituer ä celle-ci quelqne peu convergente qu'elle soit, poisqn^on 
pourra loi appliquer les methodes d'approximation rapportees dans la 1^^^ partie 
de ce memoire. 

Or la condition unique pour qo'elle soit convergente, c'est qoe ses 
termes diminuant indefiniment et finissent par se reduire a 0, circonstance qui 
exige l^ que Ton ait 
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On reprösentant le terme de la serie proposee auqnel on veut appliquer la 
transformation; 2"^. que Texpression 

soit susceptible de devenir nulle quand on y suppose ^ = oo; ce qui ne se 
presente que dans quelques cas particuliers et assez rares, comme nons Tavons 
deja fait remarquer ci-dessus. 

42. 

D'apres cela, il serait inutile de s^^tendre davantage sur les formules 
de transformation qui ont ete exposees en dernier lieu, et je ferai seulement 
observer que les considerations qui nous y ont conduit, fournissent quelques 
autres resultats generaux relatifs aux limites des series, et qui, s'ils ne sont 
pas entierement neufs, n^ont pas, ce nous semble, attire Taltention des geo- 
metres autant que le merite leur importance et leur utilite. 

Soit, par exemple, la serie ä termes positifs 

S = ««+a,+ ö«+i+a„+2+a«^.3+a«+4+etc. 
Nommons M la plus grande et m la plus petite des valeurs numeriques du 

rapport -~^ considere depuis 77 = n jusqu'ä 1? = 00. Multipliant, tour ä tour, 

la serie proposee par chacun de ces nombres; retranchant cette möme serie 

du resultat et divisant par M—i et m— 1 respectivement, il viendra les 

transformees 

ffi i 

M 1 

qui sont identiques avec la proposee si Ton peut negliger les termes qui re- 
pondent a rj infini. 

Or la quantite comprise entre les parentheses de cbacun de ces nou- 
yelles expressions de S, est essentiellement positive pour la premiere et ne- 
gative pour la seconde; donc on aura 

de Sorte que si ces limites, de S, sont tres rapprochees Tune de Tautre, 
ou, ce qui revient au möme, si ilf et m sont tres peu differens, on pourra 
prendre 

6» 
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j 1 / fii Jlf \ 1 (M—m) 

a moins de -i^—^-.^^--^)a. = y (^^i^jf-i) ^>' 

43. 

Ces resultats snpposent essentiellement, d'une part, que o» = 0, d'une 
aatre que m e\ M snrpassent ronite ou que m— 1, M—\ soient positifs. Mais 
il est aise de determiner des limites de S oü Ton ait egard a rinfluence da 
terme o« et du changement de signe de m—X et de M—l. 

En effet, pour tenir compte de ce terme quand il a une valeur finie, 
11 De s'agira que d'observer qu^etant place ä la limite de la serie, il doil entrer 
positivement et saus multiplicaleur dans les parentheses des transformees. 
D^apres cela, on trouvera, sans difficulles et en raisonnant comme on le ferait 
sur une suite finie quelconque, 1^ en vertu de la premiere transformee, 

2**. par la 2*** transformee, 

En examinant attentivement ces nouvelles expressions des limites, on 
s^apercevra qu'en dehors du cas oü m et Jlf surpassent ä la fois Tunite, et 
Ooo = 0, elles deviennent, en general , illusoires et n'apprennent plus rien de 
positif sur la convergence de la serie proposee ou Texislence de la valeur 
numerique de la fonction generatrice qu'elle represente. Ainsi, par exemple, 
dans le cas des series a termes alternativement croissans et decroissans, dont 
nous nous occuperons plus loin, on aura, ä la fois, m<Z\ et Jllf>>l; valeurs 
auxquelles ne correspondent que des limiies inferieures de la somme S de la serie. 

44. 

La somme numerique d'une serie indefiniment dicroissante et affectee 
de signes differens, etant necessairement moindre que celle de ]a serie qui 
aurait les m^mes termes pris positivement, il est clair, d'apres ce qui precede, 
quMl ' sera souvent possible d'en assigner une iimite sup^rieure quelconque. 
Mais, pour eviter Tinfini qui se presenterait dans certains cas ou pour obtenir 
des limites plus approchees, il conviendra de partager la somme R des 
termes qui suivent Sn dans la proposee, ou le reste relatif ä «,^ en deux 
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parlies donl Tnne +^i essentiellem ent positive, et Tautre —R^ essentiellement 
negative, pais de chercher separement les limites qni se rapportent ä lenrs 
valenrs absolnes, afin d'en conclure ensnite les limites mdmes de R. Ayant 
trouve, par exemple, 

R,<v>v\ r,<:l[>l';, 

on aura, a fortiori, 

R = R,-R^<^v^ui>v'-u,, Ä2-Äi>i;-i'<i;-i" 

Selon que V— L'l^ V^L[ seront, en mdme tems, positifs oq negatifs. 
Dans le cas particulier des series de la forme 
S = «,±a^Tön-fi±önH-2 + an+3±etc. =«^±Aa« + Ao^^.2±Aa^^.4+elc., 
on se servira des resultats qui se concluent da No. 23. ou bien pn procedera, 
comme dans le No. 41. ci-dessns, en rempla9ant les soustractions par les 
additions, et prenant pour m et üf la plas petite et la plas grande des valeurs 

de 2_ depuis r] = n jusqu^ä i? = oo. On obUendra, en effet, dans Thypo- 

these de ±aoo =0, ao» =0, 

a moins de l .^ , .^/ , .^ - 
Les signes superienrs et inferieurs se correspondant respectivement. 

45. 

On trouvera pareillement des limites de S, en operant directement sur 
la somme de differences qui suit s^y lorsquMl arrivera que ces differences 
sont toutes positives, et, en general, on pourra traiter de cette maniere 
beaucoup de series dont les signes changent periodiquement suivant une loi 
connue. 

Quant aux series composees de suites alternativement convergentes ou 
divergentes, c'est-ä-dire croissantes ou decroissantes, il conviendra de les 
partager en diverses suites distinctes, dont Tune infinie et les autres finies, de 
maniere qu'on puisse, sans difficultes, determiner separement leurs limites pour 
en conclure Celles de la serie proposee. 

Nommant, en effet, a» Tun des termes de la serie dont la valeur ab- 
solue est un maximum par rapport a ceux qui le precedent ou le sui- 
vent immediatement, de sorte que, pour ce terme, on ait sensiblement 

— ^^ = = 1 ; on prendra, en de9a et au de lä de a,, un certain nom- 
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bre de termes de la serie proposee pour en composer une saite particaliere, 
ascendante josqo'a o» puis descendante ä partir de a^, et qoi seit teile qoe 
le premier a^^ de ses termes et le dernier 0,4.1; soient sensiblement egaox 

entre enx et foarnissent des rapports i!üz^ii± ^-^r-^ q^\ diffirent sensible- 

ment de Tunite. Cela pose si a^^ est moindre que a^^^, la somme des 
termes de la suite finie dont il s'agit, et que noas sopposons positifs, s.era 

moindre qae Ou4^)^ et plos grande que {M+V)^n-hM' '^^^ ^^ contraire, a« 
etait un minimnm, cette möme somme serait 

Enfin les antres portions finies ou infinies de la serie, limitees aox prece- 
dentes, etant constamment croissantes on decroissantes, m el M y seront 
a la fois plos petits on plus grands que Tunite, et il deviendra facile de 
determiner les limites finies de leurs sommes par le procede du No. 42., 

sauf dans le seul cas oü le rapport deviendrait rigoureusement Tunite 

pour n infini. 

Nous n'entrerons pas dans de plus grands developpemens relativement 
aux limites des series; mais avant de clore ce memoire, qui a acquis une 
extension considerable par suite des applications numeriques dont nous 
Tavons accompagni, nous croyons devoir rapporter quelques considirations 
particulieres relatives ä la representation des series au moyen de figures 
geometriques, et qui mettent en evidence plusieurs de leurs proprietes 
generales. 

Consid^rations g^om^triques sur les series et principalement sur 

les limites de leurs restes. 

46. 
La maniere que peut sembler la plus naturelle de representer le 
cours d^une serie, consiste ä considerer comme Tordonnee du sommet d^un 
certain polygone, la valeur de la somme de ses premiers termes jusqu^ä 
celui dont le rang ou Tindice serait pris pour la valeur correspondante de 
Tabscisse. Ainsi Ton aurait, d'apres cette definilion geometrique, x ei y etant 
les coordonnees rectangulaires d'un sommet quelconque d'un polygone limite 
ou illimite, Tequation 

y = 80+ (h)+ Oi+ a2 |-ö* = *i+-^ö*5 ou Ay = a,Aa;, 
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dans laqaelle on peut, poar plus de generalite et lorsqu^il s'agil de repre- 
senler analytiquement un polygone de figore qnelconque, supposer ä ^x des 
valeors variables qnand on passe da sommel donl Tabscisse est x, an sommet 
consecotif dont Tabscisse est x+^x, inais qne, dans le cas le plus ordinaire 
des series^ on doit regarder comme constante et egale a Tunite. U est evi- 
dent en effet, que Tune ou Tautre des equations qui precedent sont aptes ä 
redonner lous les sommets, ou, ce qui revient au mdme, ä representer tout 
le cours d'un polygone quelconque, des Tinstant ou a, est donne en fouetion 
de X et de constantes, et cela de la möme maniere que Ton represente le 
cours entier d'une courbe plane, par Tequation y = f{x) ou son eqnivalente 
dy = f{x) dx. 

Nous ne nous etendrons pas sur les consequences que Ton pourrait 
deduire de cet aper^u, attendu que la definition qui precede fait dependre 
les proprietes des series de Celles de polygones dont le trace depend lui 
mdme de la sommation des suites au moyen du calcul des differences 
finies; nous passeront, en consequence, a un autre mode de representa- 
tion geometrique des series, qui n'a pas cet inconvenient , du moins ä cer- 
tains egards. 

47. 

Supposons, en effet, que Ton considere (Fig. 1. Tab. I.) les valeurs 
des termes successifs de la serie quelconque 

X = 00+01+ 02+ ösH «y+öy+l+öy+2+etC., 

prolongee indefiniment, comme les ordonnees des differens sommets d'un po- 
lygone a[ia[a2 or», ayant respectivement pour abscisses, les sommes des 

termes de la serie supposee arretee aux termes dont s'agit, en convenant, 
pour la simplicile des considerations geometriques, d'altribuer le möme signe 
ou la möme direction, au dessus de Taxe des abscisses, aux ordonnees qui 
peuvent resulter de termes quelconques positifs ou negatifs. On voit qu'il 
deviendra tres facile de suivre, sur la iigure, la marche de la serie ou la loi 
de Progression de ses termes successifs et des sommes qui leur correspon- 
dent; on sera möme en etat, dans beaucoup de cas, de prevoir, ä Tavance, 
si la somme de la serie entiere est susceplible d'une limile finie ou infinie: 
car, par exemple, si le polygone qui represente celte serie, finit par con- 
Server une forme toujours Concore par rapport a Taxe des abscisses, comme 
cela a Heu notamment dans la figure ä partir du sommet <4 ou du cote o^a,, 
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il est certain que la somme, x, de la Serie, aura ane valenr finie qoi sera 
tOQjours surpassee par la valeur de Tabscisse du point d'intersection de Taxe 
des abscisses avec le prolongement de Tan quelconque des cötes a2ai.ci^a\.... 
appartenant a la partie dont il s'agit. Or rien de plus facile qne de s'assarer 
directement qu^une portion donnee de poIygone est constamment concave vers 
Taxe des x. 

En effet, il ne s'agit que de prouver que Tangle d'inclinaison de ses 
cötes consecutifs, en marchant de la gauche vers la droite, sur Taxe dont 11 
s'agit, va constamment en croissant de maniere ä conserver une valeur finie 
pour le cöte le plus avance vers Tinfini; bien entendu d'ailleurs que les ac-* 
croissemens correspondans des abscisses seront positifs et decroissans. 

48. 

Le tangente de cet angle, pour le cöte quelconque a^a^j^i (Fig. 2.), 
est evidemment mesuree par Texpression 

tangco = 5^=5!!^ = -?!^^l, 

en representant cet angle par co^ et considerant comme positifs les angles 
aigus formes par le prolongement de chaque cöte avec la gauche de Taxe 
des abscisses. Si donc cette fonction conserve constamment le möme signe 
de On ä Ox, en ne considerant que les valeurs absolues de a„ et a„^i; si, de 
plus, eile cro!t indefiniment avec n, il est clair que la portion de polygone 
qui lui correspond sera concave vers Taxe des abscisses, et que la serie pro- 
posee sera susceptible d'une limite finie qui sera comprise entre Tabscisse Oa^ 
qui repond a Tordonnee a^a^y et celle du point k intersection de Taxe Ox 
avec le prolongement du cöte a^ot^^.!. 

Ceia pose on remarquera que le triangle (tnf^^n donne 

" tangw an— On+i ' 

de Sorte que si Ton fait 

*ii+i = «0+ «1+ Ö2 h ön , ß = a^^i+ an+2+ 0,4-3+ etc. 

et qu'on represente, en outre, comme dans tout le cours de ce Memoire, par 
S la limite vers laquelle converge la somme entiere de la serie proposee, on 
aura, pour le cas particulier qui nous occupe, 

Mais il est facile d'oblenir une limite inferieure plus approchee de S^ en 
considerant qu'attendu que la portion de polygone, qui repond ä jß^ est 
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sopposee constamment concave vers Taxe des abscisses oa convexe en de- 
hors, la parallele a^^^A', menee par le sommet al^i au dernier cöte qui re* 
pond a a^ ou a I» infini, doit necessairement rencontrer Taxe OA en un point 
Ar' situe en de9a de a^, et dont la position est determinee par la relation 

*"^* tangoi' ' 

w' representanl Tangle aigu forme par Taxe des abscisses avec le dernier 
des cötes du polygone, ou tangco' la valeur de tangco quand on ysup- 
pose n infini. 

On aura donc, pour determiner les limites du resle R de le serie, 

^^ tangw ^ tangftj' '^^^+'' 
avec la seule condition que, dans Tetendue de R, tous les termes soient po- 
sitifs et indefiniment decroissans en mdme tems que le rapport de chacun 
d'eux au precedent. 

49. 
Prenant, pour exemple, la serie 



+ ^"'" %.2....C«+2) + «^<^- 
qui satisfait evidemment aux conditions ci-dessus des que n+i';>xla, on 
trouvera 

tangcü = — J 1, tanga>=oo, R<Z7rö ? — tt r->>o-ö r . jn * 

® xla ' ^ ' 2.3....n(n + l — a?/a) 2.3....fi(n4-l) 

En appliquant, a ce möme exemple, le theoreme de Lagrange, concernant le 
reste de la serie de Madaurin, on trouve 

^^'" 2.3....n(n + l) -^ 2.3....n(ii+l) ' 
et il est evident que ces limites, qui ont Tinconvenient de dependre de la 
fonction dont il s'agit de calculer le developpement, seront, en general, 
moins approchees que les precedentes, pour des valeurs de n surpassant no- 
tablement xla—i. C'est d^ailleurs ce qu'on peut verifier pour le cas parti- 
culier de x==i^ a = e = 2,71828 ou la=i. 

50. 

Considerons maintenant le cas oü le poIygone a'^a^^i a^ (Fig. 3.), 

appartenant a la portion de la serie propo^ee comprise depuis a» jusqu'a 
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a est constamment convexe du cöte de Taxe des abscisses. on aura encore 

lang«, = J?iII^=±L = -5i— 1 

avec la condition que, de a„ ä a^, ou de ii = ii a ii=:oc, l^ la valeor 

absolne de reste constamment an dessus de runite: 2*'. qu'elle aille sans 

cesse en decroissant au lien de croitre comme dans le cas precedent. Or il 
est facile de voir que, pour ce cas, les limites ci-dessus du reste R de la 
Serie, supposee arrdtee au terme a„, devront etre renversees, c'est-a-dire 
qu'on aura 

a,a >«,&<«„&',- c'est-ä-dire fl> , ^" < ,^^' +q.+n 

tangco' representant toujours la valeur de tangai relative a n=oo^ et a^ 
etant supposee nul, corome dans le cas precedent. Quant au cas ou la 
derniere ordonnee a^ du polygone aurait une valeur finie quelconque qua 
surpasseraient toutes les autres, il parait evident, ä priori, que Oa^ ^ S 

ön+l 1 



serait infini, tangcu' = 0, et 



tangai' 



51. 

Considerons enfin le cas oü le polygone 0L'n0t'„^\ — o^^ (Fig. 4.) se 
rapprochant continuellement de Taxe des Xy contiendrait neanrooins une ou 
plusieurs inflexions teile que celle qui a lieu au sommet a^^^ par exemple, 
lequel partage ici le polygone en deux parties dont Tune est convexe du cöte 
de Taxe des abscisses et Tautre concave du mdme cöte, dans toutes ses 

parties; ce qui signifie simplement que le rapport — ^, toujours >1, ayanl 

commence par decroitre depuis x = n jusqu'a rr = «+3, a fini par recroltre, 
et cela continuellement, a partir de cette derniere valeur; si nous considerons, 
dis-jc, les choses dans cette hypothese, il faudra supposer le reste R de la 

Serie proposee, ou le polygone a'^a^^i a^ qui lui correspond, partage en 

autant de portions distinctes qu'il y a de termes pour lesquels le rapport — ^ 
atteint une valeur numerique maximum ou minimum, puis rechercher separe- 
ment les limites des sommes comprises entre les termes dont il s'agit, et 
ajouter enfin entre elles les limites de möme espece, pour en composer les 
limites totales. 

Dans le cas de la Fig. 4., par exemple, qui n'a qu'un seul point 
d'inflexion en «1+3, repondanj au cöte «1+2 «1+3, W forme le plus pelit 
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angle avec Taxe Ox^ on supposera menee la parallele ba^^^ ä cet axe, et 
Ton rapportera la portion de polygone a^ct^^i — «1+3 ä cette parallele comme 
nouvel axe des abscisses; ce qui revienl a diminuer de c^^^^a^^., ou de a^^ 
toutes les ordonnees correspondantes. Ou aura donCi, d'apres ce qui precede, 
en nommant Äi la valeur de 6 a^+3 = «•• «n+s ^ et Ä? celle de oc^+aa^, 

^*^ taugfti'. +^»+^^ taug CO. ' /^-i-ö-fa^^ ^^^^>^ :> ^^^^, -ra,^3, 
dans lesquelles tangcoi, tangcoji, tangco' sont les valeurs respectives de 

tangcü = — 1 

correspondantes respectivement a x = «4-2, x—n et a? = cx). 
On aura donc aussi 



ß = ß,+/i,<_^;^+a,^,-o,^3>^=L^=±i + 



taug CO, ""^^ «+J-- taugcoj tangco' 

52. 
Mais ou peut obtenir des expressions plus simples, quoique moins 
approchees, des limites du reste R^ en considerant que, puisque le cöte 
<x»+2^n+3 ^^t, par hypothese, celui qui fait le plus petit angle Taxe des x^ 
la parallele qui lui est menee du sommet a^^ laissera necessairement en 
dessous tout le polygone qui represente R; de sorte qu'on aura necessai- 
rement aussi 

R<C—^ 

tangco', 

Et' si d'ailleurs le dernier cöte, qui repond a n infini, est celui qui forme le 
plus grand angle avec le mdme axe, il est clair que la parallele qui lui est 
menee par le sommet a^, laissera en dehors ce mdme polygone; de sorte 
quon aura 

tangco' 

En general, on voit que, quel que seit le nombre des inflexions du poly- 
gone, pourvu que ses ordonnees a^ aillent saus cesse en diminuant, on aura 

/ etant la plus grande et k la plus petite des valeurs que peut prendre le 
rapport — ^- depuis x = n jusqu'a x = oo. 
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53. 

U est aise d^apercevoir d'ailleurs Tanalogie de cette regle avec celles 
qui ont äte obtenues par la consideration des moyennes, au No. 42., et Ton 
arriverait a des rapprochemens semblables (45.) pour le cas des series, a 
ternies positifs, composies de suiies alternativement croissantes et decroissantes, 
qui seraient ici representees par des polygones ondules secartant et s'appro- 
chanl alternativement de l*axe des abscisses. 

Quant au cas oü les termcs de la serie proposee sont en partie posi- 

tifs et cn partie negatifs, nous n'ajouterons rien de plus a ce qui a ete dit, 

en generale au No. 44., et nous ferons seulement remarquer que les series 

dont il s'oglt donneraient lieu, d'apres nos Conventions, a des polygones en 

aigs'-zags ayant la forme represenlee dans la (Fig. 5.), et dont il serait facile 

d'ctablir plusieurs des proprietes generales au moyen de considerations 

puremcnt geom^triques. 

54. 

En terminant ici ce que nous nous proposions de dire touchant le calcul 
numerique des series, nous devons insister sur la difficulte, qu'offre la deter- 
mination d'une limite finie et approchee de leur somme, toutes les fois qae 
lours derniers termes, vers la droite, se trouvant dans le cas (50.) repre- 
sentö pas la (Fig. 3.), il arrive que Telement on cöte du polygone alol+i...«^^ 
qui repond n m infmi, se confond avec Taxe des abscisses, de sorte qu'on a 

rigoureusement tnngco' — 0, et partant, a'^k' ou ""^^ , = c». 

En elTeU ce cas est completement douteux, atlendu qu'il peut aussi 
bien nrriver que la valeur representee par la serie proposee soit finie qu'in- 
finie, selon que la portion de polygone considere osculera Taxe des abscisses 
en un point a^^ plus ou nioins eloigne de forigine, ou lui sera, en quelque 
sorte« as^mplole a distance finie ou infinie. 

55. 

Pour donnor un exemple d'une serie dont la limite superieure du reste 
se presente sous la Forme i, sans que« pour cela, la valeur qu'elle represente 
seil eile m^me infinie« nous considererons le developpement 

, «•IK»— l)..,.llll— N+I) ., . 

dansi la supposition de m fractionnaire et posilif. 
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II est evident que les termes de ce developpement seront alterna- 
tivement positifs et negatifs tant que Ton aura iw>«— 1 ou n<Cm+i^ et 
qne, passe le terme pour leqael cette circonstance arrive, ils redeviendront 
tous de möme signe. Supposant donc que le terme en is**^ appartienne a la 
suite de ceux qui conservent le möme signe, on aura, en fesant abstraction 
de ce signe, 

ttn-^i (» — »»)»' ^ (» — m)j5 z (n— -w)» ^ 

ce qui niontre que le rapport de a„ a a„^, sera tonjonrs plus grand que 
Tunite et par consequent la serie decroissante depuis n'^m jusqu'a n = oo, 

n-f 1 

si seulement s est lui mdme an dessous de —^ — On voit, de plus, que ce 

rapport, et par consequent tango;^ iront sans cesse en decroissant jusqu^a la 
valeur de n = oo^ pour laquelle ils se reduiront respectivement aux qnantites 

- et --1. 

On aura donc ici (50.) pour le terme de rang quelconque n'^m^ et 
en nommant R la somme de tous ceux qui le suivent, 

^ 1— » -^n+i'-zQn-my 

pourvu qu'on ne prenne que les valeurs absolues de a^ et a^^i. 

Lorsque la valeur de z s'approcbe beaucoup de Tunite, en lui de- 
meurant neanmoins inferieure, la premiere de ces limites devient tres grande, 
et eile peut s'ecarter considerablement de la veritable valeur de A^ a moins 
que sa difference avec la seconde limite ne seit eile mdme une petite fraction 
de chacune d'elles. Mais dans le cas particulier de jb = 1 , ces limites devenant 

(n — tn)an 



elles n'apprennent absolument rien sur la convergence ou la non-convergence 
de la Serie, bien qu'alors mdme le reste de cette serie, a quelque terme 
qu'on larröte, soit nuUement susceptible d'une limite finie. 

Cet inconvenient , au surplus, a lieu pareillement dans Tapplication du 
tbeoreme de Lagrange aux bypotheses actuelles. 

56. 
Comme exemple d'une serie decroissante dont la valeur devient in- 
finie en mäme tems que sa limite superieure, nous considereroris la serie 
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3 . a' . a' . »* . a* . . . »* 



log(l-a) = ^+_ + _+^ + ^+etc. + -~- + elc. 
qui, par rapplication des regles du No. 50., conduit aux limites suivantes du 
redte A, relatif au cas oü 1 on s'arrSterait au terme a. = — , 



attendu qu'on a ici tangw'== 1 et langcü = — ^i^ 1. Or ces deux li- 
mites deviennent par la supposition de js = 1, 

Ä<;i>l, landis que log(l — ») = i. 

II est Sans donte inutiie de dire que, dans ce dernier exemple comme 
dans celui qui precede, la limite superieure de R devenant negative poor 
toute yaleur de s plus grande que Tunite, c^est un signe certain que la serie 
cesse düstre convergente et de repr^senter par consequent les valeurs de la 
fonction dont eile tire son origine. 

Dans Tun etTautre des cas qui nous occupent, les valeurs sont ima- 
ginaires en effet; mais il est bien des cas oü les mdmes circonstances peuvent 
se presenter sans que la fonction generatrice cesse d'avoir une valeur reelle 
et finie, algebriquement parlant: tel est, par exemple, le developpement si connu 

1 + Ä + ^"+ «^+ Ä*+ etc. de la fraction -: , 

1 — 5 

laquelle devient infinie pour 2=1, et change simplement de signe pour 2>>1 ; 

de Sorte que la senle chose qu'on puisse affirmer, dans le cas oü la limite 

superieure du reste des series se presente sous la forme ^, c'est que les 

fonctions generatrices correspondantes eprouvent un changement d^etat alge- 

brique quelconque, et qu'elles cessent d'dtre representees, mdme sous le point 

de vue analytique, par leur developpement toutes le fois que la limite dont 

il s'agit devient negative. On t^oncoit, en effet, qu'une serie ä termes posi- 

tifs ne pouvant changer de signe, ni acquerir explicitement des valeurs ima- 

ginaires pour des valeurs reelles et positives des variables qui y entrent, il 

faut bien que Tabsurdite, ou la contradiction se manifeste par quelque signe 

particulier, tel que la valeur infinie ou negative de la limite superieure de 

ces restes. 

Paris le 25. Juillet 1833. 
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2. 

De functionibus duarum variabilium quadrupliciter 
periodicis, quibus theoria transcendentium 

Abelianaruni innititur. 

(Anct. C. G. J. Jacobiy prof. ord. matta. Regiom.) 



1. 

xn Fundamentalis Novis Theoriae Functionnm Ellipticarum adnotavi (pg. 85.), 
duplicem periodum amplecti universam, quae in analysi fingt possit, perio- 
dicifatem. Qaam rem seqnentibus accuratins examinemus. 

Periodicam voco functionem l(u\ si datnr constans t talis, nt pro quo- 
libet ipsius u valore sit 

l{u + t) = X{u). 

Constantero t functionis voco indicem, Patet autem, ex uno indice innumeros 
provenire alios, cum eius multiplura positivum aul negativum quodcunque et 
ipse sit index. E qaorum numero euro, cuius nuUa pars aliquota functionis 
index est, indicem functionis dico proprium. Circumferuntur in elementis 
functiones periodicae sin(n), e"^ quarum indices propra sunt resp. 277^ 271}/— 1. 
lam ponamus, cuius rei exemplum in functionibus ellipticis primum 
monstrabatur, functionem i.{u) duabus gaudere periodis, quas ad unam revo- 
care non liceat. Sint earum indices i, i\ unde simul iocum habent aequationes: 

X{u+i) = X{u\ A(fi + = A(fi), 

de quibus, designantibus m^ ni numeros quoscunque integres positives aut ne- 
gatives, haec sequitur generaiior: 

sive erit etiam mi+m'i' index. Et primum patet, indices i, f inter se sta- 
tuendes esse incommensurabiles. Nam si J eorum divisor maximus communis, 
ponere licet 

i = mJ,. i* = fn!J, 

designantibus m, ni numeros integres inter se primos. Unde alios determi- 
nare possumus n^ v! tales, nt sit 
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fnn--\'fn » = 1. 
Quo facto, habetur index 

ni+n'f = J, 

de quo uno indice cum indices t^ i'^ ut multipla eius, proveniant, videmus, ti 

duarum periodorum, quibus functio gaudet, sint indices inter se commensura- 

bileSy duas periodos redire in unicam, cuius index ipsorum sit divisor maxt-- 

mu8 communis. 

Quotientem duorum indicum, qui ex uno non proveniant, cum ex ante- 

cedentibus pateat, Statut non posse quantitatem rationalem, facile etiam patet, 

eundem statui non posse quantitatem realem, Sit enim 

i = eJ^ i = «'z/, 

designantibus e, t' quantitates reales inter se incommensurabiles; invenire licet 

numeros integres positives vel negatives m^ m' tales, ut 

ms + m's' = a\ 

uUa data quantitate minor evadat. Quibus positis, erit 

i(fi + fw«+m'«') = l(u+f:''J) = k{u), 

nnde functio l{u) indicem haberet ulla data quantitate minorem neque tarnen 

evanescentem. Quod fieri non potest. 

Sequitur ex antecedentibus, quoties periodorum, quae in unam non 

redeant indices sint quantitates imaginariae, 

i = a+b}'-i, f' = a'+6V-l , 

designantibus a, b, a\ V quantitates reales, numquam haberi posse: 

aV-a'b = 0. 

Tum enim indicum quotientem 

^ haberes quantitatem realem. 

2. 
Examinemus i^m, an functio tribus gaudere possit periodis, quae e 
duabus componere non liceat. Sint trium eiusmodi periodorum indices 

i = a+6v-l, r = a'+b'}-i, «" = a"+67-l, 
designantibus a, b, a\ b\ d\ 6" quantitates reales. Supponimus ex ante- 
cedentibus, e tribus quantitatibus 

a'6"-a"6', €i'b-aV\ aV-db 
nullam evanescere. Alioquin enim aut duae periodi in unam redirent, 
quod est contra hypothesin, aut functio haberet indicem minorem quam 
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uUaiD qaantitatem dalam, neqüe tarnen evanescentem , qaod est absurdum. 
Ac primum observo, tres illas quantitates inier se esse non posse, nt numeros 
integros, vel eandem eas quanlitatem metiri non posse. 
Ponamus eniin, esso 

designanlibus m, m\ m" ^) numeros integros, quos factorc communi destitntoa 
accipimus. Erit 

wa-fui fl+m a = 0, 

idooque etiam 

iTit+m f + t» « *= 0. 
Sit f divisor inaximus communis ipsorum m'^ m'\ qai ad m primus esse debet, 
cum tres numeri m, m\ m" per enndem numerum non dividontar; erit etiam 

index funclionis. lam cum indices t et -j- sint inter se commensurabiles, 

■ * 

eorumque divisor maximus communis sit -y, erit etiam ^ index, uli §. i.^ 
demonstratum est. Eligantor porro numeri n', n" tales^ ut sit 

dico, tres periodos componi e duabus, quarum indices sunt 

-j=- et I» t—n I p 
qnippe e qnibus et index i componatur et reliqui indices i\ i'\ Habetur enim 

— mii'yH — jr-in I— «f')=:fi L"7"* + ^* JH — jr-[n t—m ] = i 

— mn 'Y F-yp » ~» t ) = n \-f'^+ -7-» J + ~F"L* t—n t ] = % . 

Unde si quantitates trlia 

a'y'-a''b\ a''b-aV\ aV-cib 

sunt, ut numeri integri, sive, quod idem est, s% designantibas m, m', m" nti- 
meros integros, inter tres indices i, i', t' tocum höhet aequatio huiusmodi 

mt + w'i'+m"«" = 0; 



^) Hie et in sequentibus numeros integres aceipimus sive positivos sive negatives. 
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tres periodos e duabus componere Ucet, siee functio tantum duplicUer perio^ 
dica eat. 

Observo secundo loco, desigmmlihus a, a ^ a!* numeros integres locum 
habere non passe aequationem huiusmodi: 

a{a'b''''a"b') + a\a"b''ab") + a'\ab'-a'b) = 0. 
Nam ex arbitrio acceptis sex aliis numeris integris 

ß, ß'> ß"i r, r', f, 

statuamus : 

» = (/a"-/'a')a4-(y."«_j.a")a'+(y«'-/«)a", 
«' = (a'/3"-a"/9')a+(«"/?-a/?")o'+(a/9'-a'/?)a", 
e = (/a"_y"«')i4-(j/"o-y«")6'+(ya'-/o)6", 
9' = {a'(r'-a"(r)h+{a"ß-a(¥')h'-^{a(¥-a'ß)b"; 

nnde fonctionis propositae indices eliam hi erunt, 

«+»]/— 1, •«'+©' |/-1. 

lam si statailur 

« = a(ß'r"-iry)Wiß"r-ßr")+«"(ßy'-ß'r\ 

invenilar : 

«»'-«'« = sla(a'b"-a"b')-{-a'{a"b-ab") + a"(ab'-a'b)l 
Unde si expressio oncis inclusa evanescit, habetur 

uv'-u'v = 0. 
Halte vero aequationem vidimns $. 1. locum habere non posse, nisi indices 

tt+cy'-l, «'+©7-1, 

sint inter se commensurabiles, sive ex uno indice proventant. Quo casu slalui 
polest, designantibus f, f integres, 

quae aeqnatio, substitutis ipsarum u, v, u', c' valoribus, banc formam indnit, 

m»+i»'»'+«"«" = 0, 
ubi m, m', m" integri; quam locum habere non posse demonslravimus. 

3. 
His praeparatis, iam demonstrabo, si tres periodos ad duas revocari 
non possMf setnper determinari posse numeros integros m, m', m" totes, ut 
mtraque timiU expresrio, 

ma+m'a'-\-m"a", 
mb+m'b'-i-m"b", 
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tUla data quantilate minor etadat, siee functionem propositam indicem habere 
minorem quam uUam quanlüatem datam neque tarnen eeanescentem. 
Pono brevilatis causa: 

unde 

aA+a'Ä+a''A'^0, bA + b'Ä-\-b''Ä' = 0. 

Porro, designantibus a, a\ a" numeros integros, pono 

ande 

aa + a\a'+a"a" = -[a'J+a"J'], 

ab + a'b'+a"b" = -^[b' J+b" J']. 
lam nameros a, a' ita delerrainare licet, ut J ulla data quantitate minor fiat. 
Porro, determinatis a^ a\ tertium numerum a" ita accipere licet, ut sign! 
respectu non habito, fiat 

Qua ratione determinatis a, a'^ a\ expressiones antecedentes fianl respeclive 
absolnte minores quam ^a'' et ^6". Unde daÜ9 quantitatibus^ a, a', a'' et b, 
Vy b", semper. determinare licet numeros integros a, a\ a" tales, ut posilo 

a'" = aa+a'a'+a"a", b'" = ab+a'b'+a"b", 
simul fiat 

a <ia , 6 <i6 , 
signorum respectu non habito. 
Ponalur iam successive: 

ßa' +ß'a"+ß"a"' = a'^ ftb' +ß'b" + ß"b''' = 6»^ 
r a' + / a'"+ f a^^ = a^, y b" + / 6'"+ /' 6»^ = 6\ 



Coöfficientes harum aequationum /?^ y etc., /?', / etc., /3", /' etc. accipere 
licet ex antecedentibus numeros integros tales, ut simul fiat, signorum respectu 
non habito, 

a^^<ia'", ö^<ia'^ a^'<Zia\ etc. 

6'^<i6% 6^<i6^ 6^'<jA^ etc. 
Unde liquet, duarum serierum 



V «"' y.'V ^V ^VI 

a^ a^ a, a, a, 



... 



6", b"\ b'\ b", 6^', 
terminos, si satis illae continuentar, alla data quanlilate minores fieri. 

8* 
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Sint duanim terienm teraini libi respondenles t^*\ V^^, data 
lilute miBOres, 9i foroislioDem seqoslionuin respicis. qoibos qvaotitales illae 
ab aotecederiiibuft pendenl, sioe negotio pateU eas per ipsas n, a\ o" alqoe 
i^^ 6'^ V^ exprimi pOM<^ ope aequalioDom : 

a^-' - »flrm'fl^fa'a". 

In qoibof coefficientes a», m', m" ran( nomeri iolegri. In olraqoe ponro 
aifqualloae hos coerficieoles eosdem es^se, com qaaolilates a*"'^ A^*^ roap. per 
eafdem aequaliones a terminis eas antecedenlibus pendeant. Unde eyicloai 
Mt. quod propostlum erat, delerminari posse nomeros iutegros p, aal n, m, 
m\ m* tales, ol atraque simul expressio 

m a+m a , 

dala quanlilate minor evadat. 

Algorithmus assignatus, quo serierum duarnm termini alii poat alioa 
inveniunlur, non torhator, si in altera seria evanescit terminus. Tum quidem 
proximus terminos semisse eins minor non fit, cum fermino evanescente minor 
non detur, si signa non respicimus. At faoile palet, evanescenle alterins 
seriei Icrmino, proximum minorem redHi posse quam ullaro qoantitalem datani. 
fiit ex. gr. a"-^0^ invenitur terminua proximus 

abi // dala quavis quanlitaU) minor reddi polerat. Hoc igifur termino usus, 
Ulla dala quantitate minore, conlinuabis algorithmum, dum etlam allerius seriei 
termini dala quantitate minores fiunl. Neque simuI in ulraque serie termini 
aibi respondentes evanescerc posaunt. Nam ubi simul haberetur 

darenlur numeri m, m, tn'\ pro quibus simul 

ideoque eliam 

mt f w'i'+m'T = 0. 
Quod fieri non posse, vidimus §. 2., nisi Ires periodi e duabus componere 
liceal. 

Algorithmus assignnlus porro supponit, numquam haberi 

i,(i.)fc(-+i)_o(-n)j(«) ^ 0; 
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qnod hoo modo patel. Sit enim 

a^-+o =pa+pa'+p''a", b^''^'^ ^ pb+p'b'+p"b". 
Erit 

(fit>"- m" p') (a 6"~ a" 6') + (m> - mp") (a" 6 - a 6") + {mp- mp) {a b'- a b). 
Quam aequationetn locum habere non posse, §. 2. demonstratam est. 

4. 

Si statuhnus 

patei, f"'^ «'^^ i^ etc. fore indices functionis propositae. Indicavimiia igitar 
certam qnemdam algorithmum, quo, datis tribua iadicibus imaginariis, formatur 
series infinita indicum, quorom pars reaJis simul atque pars itnaginaria ulla 
data qaantitate minor evadit, neqüe tarnen simul eyaneacere polest. Unde 
omnibus oasibus avictum est, si fnnclio prapoMa tribms periodic gaudeat, aut 
eas e duabns camponi^ aut eam habere indicem omni data guantilate minorem. 
Quod cum absurdum sit, fvnctio tripUciter periodica non datur. 

Bono iure igitur dixisse viderour« duplici periodo universam confici 
periodicitatem. Sed hoc tantum de functionibus unius variabilis valet. Si 
funcliones plurlum variabilinm consideras, longo abest, ut in duplici periodo 
consistendum sit. 

Exempla funclionum plurium variabilium, quae pluribus quam duabua 
periodis gaudent, suppeditant functiones illae, quas primus consideravi in Com- 
raentatiuncula de tramcendenlibus Abelianis (Diar. Crell. Vol. IX. pag. 394). 
Sed res gravissima altius repetenda est. 

Sit 

2Ä 
u = C^ (p-\'AiS\n2(f + A2s\n4(f + AsSin6(p'^*"' 

series pro valoribus omnibus realtbus ipsins (p convergens. Statuamus, x esse 
ipsius sin^^ functionem plane determinalam, ex. gr. funclionem rationalem. 
Mutato (p in (p+n, non mutabitor x^ mulabitur vero u in u-\'2A. Hinc, posito 

X = ^(tf), 
fit 

Ä(tf+2.4) - l{u). 

Erit igitnr X{u) funcüo periodica eiuaque index 2A. 

Consideremus iam integrale huiusmodi, 

^ /"' («-f/?x)a3: _ n {a^ßx)dx 
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desgoanübos x^, V, ir qoantitates reales, positives, nniUite miaores. Cb«s 
ietegralls exeminenios Telores, qoos iodoit, cresceote x per velores reales 
a — 9Q Bsqoe ad -r^c. Sit z'>>>i^>>a': dislinguemas inlenralia sex, in fii- 
bos ^ Tersari polest: 

1. — oc 0, 2. 0....1, 3. l-"-— r^ 4. -r^'-'-vT* 

Pro intwvallo primo, lertio, qointo erit valor ipsius x negatiTiis, pro secmdo, 
qoarlo sexto positivus. Qoaeramas iao, qoomodo pro singolis ioterraUis Ulis 
ipsim X ila per sin'^ exprinator, ut integrale propositom s in seriem infi- 
nilam conTergentem formae, qnam assignaviroos, 

2A 

m = C-l y + ^1 sin 2y -Ti^i sin 4y -{-.4,51069-7 

evolvi possinl. Qno modo facto, posito x = i\,.fi), erit fanctio i(,u) periodica« 
einsqne index 2A sive 



2A = / -^ — cy. 

II 



l^ Si ipsi X convenit valor negativus foiconque, ponalar 

-1 



1. X = 



.•«..«^ » 



creseoite x- per Tslores negaüTOs a —-x. ad 0, crescit 9» a ad -k- Facta 

•ubstitaüone, posito breTÜatis caosa: 

«' = l-x% i'' = l-i», «•» = 1-«', 

eroitor : 

_ f' dxja + ßx) 

2 pf [(/?-ra^')8in>-/f|oy 



u 



^/ 



Uode posito 

(a + ßit)dx 
X 



_ r'(a±ßa 



— • 

n 



[(«r/«'-r/?)8in> — /?]5t 



_ r* ^ [(g/«--r iar) 8in-y— /yjoT ^ 

V ]''[(l-/t'*»ii»»(l- ^?^8ia'y)(l- i^sin'.?)] ' 



erit 
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^ "^ _/ 4 1 



i^i * XÄ 






lam observo, integrale huiusmodi 



qnolies t^^ q'y r^ reales anilate minores, semper evoWi posse in seriem con^ 
vergentem formae 

*(p + Äi sin 2<p + A2 sin 4^) 4~ ^3 sin 69 . . . . , 



nbi 



71 



^ __ /'^ (m + n8in' y)äy 

y >^[(1 - p' srn^V) (1 - ^' sin' 9) (1 - r' sin' 9)] 







Unde fi in formam propositam evolvere licet; atque fit 

Posito igilur x = il(«), erit il(«) fonclio periodica, cuias index 2ti|)f^— 1, sive erit 

X(ll + 2«,|/-1) = i(M). 

2. Si X inter et 1, pono 

2. X =■ sin'y; 

fit 

„ _ 5/*» [«+/?8in>]ay 

^ »'[(l-x*8inV)(l-A*8in»(l-ft'8ia»] ' 

Unde posito 

_ n(a±ßx)dx_ _ o /"»■ [« + /g8ia>]a» 

ipsam » in formam assignalam evolvere licet, cnius coefficientes primi ernnt, 

C = 0, A = ut. 
Erit igilur functionis x = l{u) alter index 2u], sive erit eliam 

A(«+2«.,) = ;i(«). 

3", Sil a: inier 1 et — r, pono 



3. aj = 



X 

1 1 



C08*y4-*'8in'«f 1— x'*8in*9> 
Integrale ti cum a" usque ad x samalur, intervallum in duo divido, alterum inter 
et 1, alterum inter 1 et x. Quo facto, post substitulionem adhibitam eruimns: 

„ = «, + i^i r^' [a + /g-ax|'8inV]c?y 

^>'J }/[(l-*'*8in»(l-^8in>)(l-^8in>)] ' 
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Unde poailo 






2 /T>~ [g-f/g-gx'*gin'y]ay 

~ ^''*'J y[ci - x"8ia'v)(l-^8m>)(<-^.8in>)] * 
ipsam « in seriein formae propositae evolTere licet, cuius primi codfGcientes erant 

Unde funclio x^l{u) etiam indice gaadet St^y^-l, sive erit etiam 

i(«+2«,]/-l) = i.(u). 

4". Procedimus ad intervallum quarlum inter — {- et ^ ; in quo si ec 

versalur, pono 

yco«*y4-«"»iP*» _ A"-(x*-A*)>inV 
''• *~ x'A"coB> + AV«m> - x*il'»-(x'-i')Bin> ' 

qao facto, crescente x a — r usqoe ad -p-, crescit 9) a usque ad -j> Facta 
sobslitutione, integrale propositum abit in hoc. 



_ r '(a + ßx)dx _ 



u ' 



»»+«3^-1- 



Qaod com rursus in formam assignatam evolvere liceal, habentur. posito 

1 

r'i'(a + /9x)dx 



^^ 



X" 

TT 



cvolutionis cogfficientes primi: 

linde faoclio x^>i(ti) habet indicein 2f/4, sive fit etiam: 

i (ff + 2 1/4) = Alfl). 

i 1 

ö*". Qainto loco sit x inter -p- ^^ t^ quo casu ponimus: 

(»*— ^•)co8>4-(x*-if)8in'<y> x'-ft'-(X'-/*')sin> 

X- Ä'(x'-^')co8V+^*(x'— >l*)8in"» "~ A^(x'-,t4')-x'(r-^')8in> ' 

quo facta rursus, crescente x a -p- ad — r, crescit ^ a ad -y Trans- 
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acta subslilutione, oblinemus: 

Quam cxpressionem rursus palet, in formam assignatani evolvi posse, eroniquc, 
posito 



1 



„._/•"'(« -I-/5-0ÖX 



•-A' 



i' 



,T 



2 /»•'_ [(x'-^')(«r-|-/9;-(r-^OC«x-l-/?)8inV'lof/> 

evoluüonis factac cocfficieiites primi 

Undc funclio x = l{u) etiam habcbit indiccni 2^/5)'—!, sivc erit 

&\ üciiiquc si x in intervallo sexlo vcrsatiir, inier ./ et x:, pono 

b. a; = ^^, + ^-,^^; lang- </>, 

provenil 

?/ = Ui + UiY—l — u^—Usi — l 

Qua expressione in formam assignalam evolula. quod licet, positoquo 

UX 



i 

u '■ 
.1 



2 /*' \}.Xai*'+ß)-n\aV \-ß)v.Wtf\iJ(f> 

habenlur coefficienles primi ovolutionis: 

C = //, + Mi ] — 1 — 1/4 - ?/5 1 — U -^ = */|. . 
unde funclio x=l{u) etiam indicem 2?/„ habet, sive erit 

>-(w-h2//,j = /.;//). 

ünde iam demonslravimus , quod propositum erat; quomodo pro valoribus 

Crelle's Journal d. M. Bd. XIII. im. 1. 9 
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oinnibas realibus ipsius Xy integrale propositam 



(I 



evolvi possit in seriem convergentem formae 

u = C+-~-'(p + As\n2(p + Ä'sm4(p + A"9in6(f + ''' 

Alque sex evolutiones inter se diversae, qnas pro intervallis sex, in qoibus 
X versari potest, assignavimus, suggerebant totidem functionis periodicae 
x = l (u) indices. 

5. 

Antecedentibus pro singulis intervallis eas adhibuimus substitutiones, 
quibus integrale proposilum in eandem semper formam abeat 

,, /*v im + nBm*<p)6tf 

ubi p\ if^ r unilate minores; simnlque. crescente x a limite inferiore inter- 
valli ad superiorem . crescat ^ a ad ^ ' I^^"^ P>*^ singulis intervallis per 

alterum quoqne subslitiitionem formae eiusdem 

__ c/ + csin*y 

praeslari potesi, ita ut, variabiÜ x a limite inferiore crescente ad superiorem, 

simul if a -X ad decrescat. Generalius Cl. Richelot in commentatione, 

quae mox lucem videbit, demonstravil^ designante X functionem rationalem 
integram quamcunque sexti ordinis, quae in factores lineares reales ^esolvi 
possit, integrale 

(a'{-ßx')öx 

per duodecim substitutiones reales formae 

in formam redigi posse 

/(iii-|-w8in'</;)o^ 
7(T- p' 8lnVXr-i'8Tn>)'(T^ r''8in'<f ) ' 

ubi p^^ (fy T^ reales, positivae, unitatc minores. Idem ille casui generali 

applicuit, quo X cuiuslibel 2iiti ordinis est. Ad quem igitnr casum etiam 

considerationes antecedentes extendere licuit. Ceterum per innumeros alias 

substitutiones perveniri poterat ad formam integralis, quae evolutionem in 

seriem convergentem secnndum cosinus aut sinus multiplorum eiusdem an- 



.=/ 
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gali procedentem permiUit, qua unica hie opus est. Neque tarnen per alias 
substituliones perveniri polest ad alios indices, nisi qui ex indicibus, a nobis 
assignatis, componuntur. 

At ipsi quoque indices, quos assignavimus , tres reales et tres iina- 
ginarii, ita inter se comparali sunt, ut unum realem e duobus reliquis rea- 
libus, unum imaginarium e duobus reliquis imaginariis componere liceat. 
Quod sequentibus comprobemus. 

Integrale propositum 



determinatum non est, nisi pro singulis intervallis de signo radicalis conven- 
tum Sit. lam cum pro proximo quoque intervallo novus Factor expressionis, 
quae sub radicali est, Signum mutet, statuimus, inde multiplicationem nasci 

per eandem semper quanlitatem ]^— 1^ ita ut expressioni >j^ in intervallis 

assignatis resp. signa conveniant, 

si etiam praefixum ±>^*-l signis adnumerare licet. His statutis, nanciscimur, 
adhibitis ipsarum fi|, Ui etc. valoribus supra propositis, 

- » 

l 

lam cum posito — loco x duo limites coincidant, coniicio, fore 

= — 1/-1— ii, + ii2 + WjV— l-f«4— «5)-— 1 + %; 
sive 

Wl + ?/5=W3, W,+W,i = 1/4, 

vel quod idem est: 

i_ 1 

J v-x J /-x ./ v-x '' 

-X I I 

/.» 

1 
nöxC^+ßx) /'"' ax{a_-{ftx) _ r'^' öx(^a~\-^) 
y _ .. .^y -y ^X '"' 

quibus in aequationibus y—X et \X rcsp. semper positivae accipiantur. Sed 
cum propter ambiguilatem radicalis ]'X aliam formularum antecedentium me- 
morabilium demonslrationem desidercmus, deducemus easdem de casu special! 
theorematis Abeliani. Quem hie accuratius exponemus. 

9» 
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6. 
Consideremus aequationem cubicam sequenteni 

fx -^ X \—x'x \ — irx —h \ — x 1 — /.'x =0. 

cuiu« radice«» tres spectarnus ut ruiic(ione< ipsius h. Sit rursus 

1» 

si /i est püsitiva. posito 

JT -z^ -■- -X. 1 -i- -VI 

functio f T jjigni?» «fficilur: 



. • 



L'iide aequalionis cubicae radices tres sunt reales, una inter et 1 . secunda 
inier ., et . , . lerlia inier ., et -; -x.. Si h est ne$raliva. pro iisdem ipsius 
X valoriliiis functio / x resp. afliciliir sijrni<: 

(nde hoc quoque casu aequationi!> cuincae tres radices reales sunt, prima 

negativa, reliquae positivae. et secunda quidem inter 1 et ,. tertia inter 

1 i ^ 

. , et ., pohita. 

Aequationc proposita diil'erentiata. facile prodit 

'Ji i f — X' k' — u' 

hrr ' X ' 'i x)^\- x'x " '{' Vx){\- u'x^' 
x^\- Xj ^ \— y/xj \- Vxj I — ^i ' X 

Ilaec formula docet, 

1^ i;i h sil posiliva. atque ./* aut inter et 1. aut inter i et. ..^, aut 

11 ' ^ .'^ 

. et 
u ^ 

^j si h sit neifativa. atque x aut negativa, aut inter 1 et ., . aut inter 

Int 

IM 

■ 

f)X 

expressioneni / semper fieri positivam. Unde utroque casu. quo h aut 

positiva est aut negativa, aequationis cubicae radices tres omnes simul cum 
h continuo crehcunt vel decrescunt. lam 

posito h ■--- — cc, fiunt radices — >^, 1 , ja, 

- - A -- 0, - - - 0, i, -,, 

i 
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Unde si resp. vocamus utroque casu a, b, c radices, quae magnitudine se 
excipiunt, quas diximus priinam, secundam^ terliam^ videmus, continuo 
crescere simul: 

h ab ad +^? ^ ah ad 1, b ab , ad .7^, e ab - -, ad x.^ 

A ab — 3c ad 0, a ab— x^ ad 0, b ab 1 ad ^, , c ab ,ö ad »• 

Unde simul eliam continuo crescunt: 

1 \ 

A ab — :>c ad +oc, a ab — x: ad 1, b ab 1 ad . ^ , c ab ., ad +c«. 

lam staluamus, crescente h ab A,. ad A;, simul crescere a ab a„ ad 
Ol, b ab f*„ ad Äi, c ab c,, ad c*,. Posilo 

Cf'.J'J 

dx 

habetur e difl'erentiatione aequalionis proposilae. 

nardx-{\-x'(\-)?x ih - 0. 
vel si substituitur 

habetur, mulliplicatione facta per « + /:fic, 

(tt-\-ßx)fjx _ üh{a-\-ßx) 

Si in hac formula loco ;r ponimus (res eius valores a, fr, c^ prodeunt 
ibrmulac tres^ 

p^{a-\ßxji'X _ /''^{a^ßa)vh /">(a-\-ßx)äx _ /""(«.- ^fr) c/i 

J 'y'X' ~y VhpW ' J y\ -y yh^^) ' 

•'.. ",. '■' /«J 

*' • (a -\ßx)i}x /•''• i'a -\ ßc)dli 



= /"v^' • 



/'•(«-}- p jr) ox __ r'' (a~\- ßc) oh 
vx ~ J vhr(c:^ 



lam cum e theoremnle algehraicu notissimo haheatur. 

provenil, Ircs Tormulas pruposilas summandu. si \h in eodem si^no accipitur, 

/'"■ (a -I ßx) vx / '■' (« + /?x) 6j; /" (« +ßx)öx _ ^ , 

t/ Vi +'y Vx ^7 ' i'x ~~ - "• 

l'-J '•: •■„ 

facloribus t^ 6,, f^, qui propter ambiguitalem radicalis adiiciendi erant. aut +1 
aut —1 designantibus. 

Ad determinandos factores t, ^i, f>, observo, in caiculum nostrum 
introductum esse radicale yX in locum expressionis 

]fX = |^A(l-aj)(l-i'rr), 
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quae eodem signo affecto est, si x inter — x> et 1 atque si x inter t? ^^ + "^o, 

signo opposito. si x inter 1 et vj , ; sive pro prima et tertia radice a et c 
eodem, pro secunda 6 opposito signo affecta erit. Unde statui debet: 

Quo facto aequatio nostra fit: 

J vx \/ ix" ""7 Vx 

"j '".1 ''" 

In qua formula tria radicalia )^X eodem signo accipi debent. 
Vidimus, simul haberi 

_ o / - J - * 

^> ^9 ^0 4 9 A) ' i 9 

et 

a, = 1, 6i = p^, 0, = + -», 

qui valores rcspondent valoribus 

A,, = 0, hl = + ^. 

Quibus substitutis, e formula proposita fluit: 

1 

/•» (a +ßx)öx , /** (a +/^«)Ö5 _ f (« +ß^)dx^ 

J Vx "t/ Vx ""7 Vx 

Porro simul habentur 

n I * * 

qui valores respondent ipsius h valoribus 

A,, = — ^, A, = 0. 

Unde e formula proposita, ubi simul per )/~l divisionem facimus, fluit: 

1 I 

r'{aj-ßx}dx_ p*^(a-\-ßx)dx _ n\a-\-ßx )d x 

j ' v-x t/ »/-x ~y >/-^x 

Quibus in formulis tria radicalia \X aut ^^—X eodem signo accipienda sunt. 
Quae sunt formulae, quas demonstrandas proposuimus, deductae e formula 
generaliori de inlegralibns indefinitis proposita. 

In quaestione antecedenle supposilum erat, A ipsam x non continere; 
theorema, a Gl. Abel propositum, suppositione nititur multo generaliore, 
h esse quadratum cuiuslibet functionis rationalis ipsius x. 
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7. 

Aotecedentibus probaturo est, sex indices a nobis inventos 

revocari ad quatuor ope formularuin 

Mi + W5 = W3-» «2 + % = 1/4. 
Quos indices statoamus, 

Neque generaliler w^ et tiej aut «i}/— 1 et «5/— 1 revocari poterunt ad 
eundem indicem, sive erunl u^ et u^ nee non iii et u^ inter se incommen- 
surabiles. Unde functio x=l{u) habebit quatuor indices, qui ad minorem 
numerum revocari non possunt, sive erit illa quadrupliciter periodica. Sed 
iam tripliciler periodicam non dari, supra pluribus demonstratum est. Hunc 
vero casum, quo duo indices incommensurabiles sunt reales, duo incom- 
mensurabiles imaginarii formae fii/-l, Us^—]^ absurdum esse, iam e §. 1. 
constat. Darentur enim ex iis, quae ibi diximus, functionis x = l{u) indices 
J et ^Y— 1, ubi J et J' sunt quantitates reales minores quantitate data 
quantumvis parva. Unde functione k{u) immutata manente, ipsum u induere 
posset valores omnes reales aut iniaginarios , sive e numero valorum, quos 
ipsum ii induere potest, functione l{u) immutata manente semper forent, qui 
a data qualibet quantitate reali aut imaginaria minus different quam ulla 
quantitate data quamlumvis parva. Quod absurdum est. 

In plures adhuc periodos incideremus, si functio X, quae sub radicali 
invenitur, ad altiorem quam quintum aut sexlum ordinem ascendit. Generaliter 
enim, si X est 2fiti aut {2n—i)l\ ordinis, atque posito 

ubi f(x) est functio quaelibet data rationalis integra, spectatur x ut functio 
ipsius u, functio habebit 2ii — 2 indices, qui ad minorem numerum, nisi casibus 
specialibus, revocari nequeunt; eorumque erunt, si coefficientes functionis X 
sunt quantitates reales, n—i reales, n—i imaginarii. 

Eodem enim modo, atque supra pro casu generali, demonstrantur 
sequentia. Sit 

X = x{\—x){i—x^x){i—x]x),...{i-'xl^_^x\ 
ubi 

1 > ^' > ^r---> ^2»-5 > ^21,-4; 
aequatio nli ordinis 
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habet n radic^s reales; quas si vocamus fi», a,, a„, ordine magniludinis 

se insequenles. crescenle A a — x: ad 0, ac deinde a ad + ^, crescit ai 
a — -x; ad 0. ac deinde a ad 1. 



ac gencraliter 



Ui a 1 ad «, ac deinde a . ad . 



ac postremo 



a„, a " , ad , ac deinde a - ad - . 

a„ a -j ad -, - ac deinde a ,- ad ^- xj. 
lam si cpescente A a A^"* ad A', crescit a,„ a a,^I'' ad a,„, eril 

designante f(x) Functionem qnamlibet rationalem integram ordinis x = 2. De 

qua formula proveniunt duae speciales: 

I I j 

/''Kxjfjx r7^fCx)f)x . r^\fix)bx _^ rxi^, f(ix)6x ^ 

J Y_x -y >/-x V ,/^x •• V v:-x = ^' 



— X 






I 1 



./ i^x ./ /x y /x ~/ v^x 

X X^ X-in— 4 

Quibus in formulis n radicalia ]'A' aut ^X— eodeni signo accipienda sunt. 
Eruntque 2// integralia detinita apposita duplicata, si in u prioribus loco \ — X 
scribimus \X^ indices Tunctionis x=:'A(?/;. n reales et n imaginarii, qui per 
aequationes duas antecedentes ad /« — 1 reales, n—\ imaginarios revocantur; 
nee nisi casibus specialibus. ad minorem numerum revocari possunt. 

8. 

K praemissis concludimus: 
,,quemadmodiim arcNs circnlares pro eodem sinn innumeros calores indmmt inter se 
j^aequidislantes, qnemadmodnm einsdem nnmeri dantnr innnmeri logarilhmi^ cadem 
qnantitate imaginaria inier se dislantes; qnemadmodum infegralia elliptica pro 
eodnm sinn amplitudinis nnmero valorum duplicHerinfinito gandenl, quippe quorum 
et partes reales et partes imaginariae simul innumeros valores induunt inter se aequi- 
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y^dktanles: ita integralia Abeliana seu hypereUipfica, hoc est inlegralia^ in 
y^quibm sub signo integrationis intenitur radix qftadratica funclionis altioris 
y^qnam quarti gradus, tantum mnlfiplicatem valornm secum ferunt^ ut pro datis 
yyquibusUbet Hmitibus valores onmes induant reales aut imaginarios quoscunque, 
yfieu nt e numero nalormiy quos idem integrale pro iisdem dalis Hmitibus qui- 
yjbnslibet indnere polest, semper sint^ qni a dato quolibet ralore reali aut irna- 
j^ginario minus differant quam ulla quanlitate data quantumtis pareaJ'' 

Patet ex anteccdentibus. quoties X altioris quam quarti gradus sit, 
ipsuni X non spcctari possc ut funclioiieni analyticam ipsius u; neque igitur 
videtur, methodos gcneraies, quibus olirn Irigonomctria analytica, et quibus 
Duper tbcoria functionuni cllipticarum condita est, transcendentibus Abelianis 
applicari possc. At. quod Feliciter cvenit in hac quasi dcsperatione, ratio sin- 
gularis, quam in commentationc anteriore, (I)iar. CrellW IX. pg. 394. sqq.) 
a longo aliis considerationibus profecti explicuimus, qua unica^ nostra sen* 
tentia, transcendcntes Abelianas in analysin introducere convenit, et hie diffi- 
cultates amovet, quae e multiplicitate valorum integralis oriuntur. Rem, levi 
fflutatione facta, paucis repetam. 

9. 
Sit rursus X functio rationalis integra quinti aut sexti ordinis; staluamus 

p {a + ßx)dx p da + ßx^dx _ 

J i/V "T/ JY "" -• 



ft 

''■ (ar-\jfx)öx_ /•" («'-l- ß'x)dx 

vx \' 

a h 



J •X './ )/X "~ " 



designantibus a, h, a, ft, a\ (V constantes. Considerari debcnt x^ ^ ut ra- 
diccs aequaiionis quadraticae 

Ux'-U'x'\-U" = 0, 
in quibus U, If, U" sunt functiones ipsarum u, u. Quoties datur u ut summa 
plurium integralium 

/'(a-]-ßx)ax 

simulque v! ut summa totidem integralium 

/ \a' ■]' jf x) öx 

quae respective inter eosdem limites sumuntur: habentur a tbeoremato Abeliano 
Uj U\ U" ut functiones rationales herum limitum valorumque, quos pro 
iisdem radicale \^X induit. Quo igitur casu binae aequationes transcendcntes 

Crelle*ii Journal d. M. Bil. XIII. Ha. 1. 10 
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ad algebraicas revocantur. Hac ralione proponere convenit Iheorema Abelia- 
num, si X quinti aut sexti ordinis est. 

Exemplum simplicissimum huios ampli theorematis supra dedimus. 
Sequilur enim e supra probalis, si statuimus: 

ubi l>>x^I>^^Z>/f^ propositis duabus aequationibus transcendentibos, 

r^ (g + ßx) dx n (g -f- ßx) dx _ f' (a + ßx-^dx 

J VX V VX ■"./ }fX ' 

{} 1 1 

r* (a'+ß'x^dx . n ^a'~{ßx)dx _ p (a'-{'ß'x)dx 

J i/x \' vx " ""V }/x ' 

ft^ x' 

determinari Xy y e z vX radices aequationis quadraticae: 

X — Z ' 

sive 

Ux'-U'x + U" - 0, 
ubi 

Demonstravimus enim, alteram aequationem transcendenlem locum habere, si 
Xy y, z sint radices aequationis cubicae 

a?(l-;f'a?)(l-/i'a:) = h{i-x)(i-k^x)', 
de qua aequatione eliminata h ope formuiae 

ac divisione facta per x—z, obtinemus duas reliquas radices x, y ut radices 
aequationis quadraticae propositae. Et cum aequalio ilia nullo modo a con- 
stantibus a, (i afficiatur, eaedem relationes algebraicae, inter x^ y, z proposi- 
tae, satisfaciunt eliam alteri aequationi transcendenti , in qua loco a, (i in- 
veniuntur constantes aliae a\ (f. Neque novi quid adderetur, si adiungere- 
mus aequationem tertiam Iranscendentem , in qua rursus aliae constantes a!\ 
/9" loco a^ (i positae inveniuntur. Nam ubi per relationes inter x, y, z slabilitas, 
satisfactum est duabus aequationibus transcendentibus propositis, inde alia aequatio 

/'' (fn'\-nx')äx /^" (fn-^nx)dx ^ /'' (ni-\-nx)dx 
vx +y vx "^y vx ' 

quaecunque sint constantes m, n, sua sponte fluit. 
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10. 

Dedimus supra substitutiones sex formae 

quaruin ope pro intervallis divcrsis, in quibus x continetur, integrale. 

in eam formam redegimus, quae evolutionem in seriem convergentem per- 
mittit huiusmodi, 

/' ^^C« + ^^^ = C+-^-f/+^'sin2f/^+^"sin4y+.4'"sin6r/).... 

Substitutiones illae cum nullo modo pendeant a constantibus (t^ ß^ singulis casi- 
bus per eandem substilutionem etiam eruitur pro aliis constantibus a\ ß* evo- 
lutio convergens: 

pdx^^^^ßxl ^ c'+l^y4ß'sin2y+ß''sin4</)+ß'''sin6(/) + --- 

a 

Pro dato alio valore y, sive eiusdem subslitutionis ope sive alius, 

_ (f+c'siu*^ 

pro intervallo, in quo y versatur adhibendae. eruantur evolutiones sequentes 
convergentes : 

ß dxia^V^ßx) ^ C3+^.V'+^;srn2v'+^i'sin4v/+^;"sin6i/M 

y-vÄcO^f^)^ ^ c;+^!^.V'+Ä;sin2v'+Ä; sin4v'+Ä;"sin6v+-- 
Hinc posito 

r^ {a-\-ßx)dx . r' {a-\-ßx)dx 

J Tx +/ 



a b 



= M, 



''(a'+ß'x)dx , /".' (a>+ß'x)dx^ _ , 



J vx V •x 

videmus mutato tp in (p + mn, (f in ip+mn, designantibus m, m' numeros 
integres positives aut negatives quoslibet, mutari siniul 

u in u + 2m A ^- 2m' Ai , 

u in U'\^2mB + 2m'Bi, 
neque simul mutari x, y. Hie sunt A^ Ax e quantitatibus sex, quas supra vocavimus 

sive eaedem sive diversae, atque B, B^ sunt quintitales, in quas A, A^ abeunt, 

10* 



76 ^- ^* ^*- J' Jttcobi, de fntict. duarum rariab. quadrupUciier periodicis. 

si loco a, ß ponitur a' , (f, Hinc, si sex quantitates illae, ubi loco a^ ß 
ponitur a\ ß\ resp. abeunt in has: 

sequitur, designantihiis m, m\ m*\ m'" numeros quoslibet inlegros, mulalo 

simulquc 

non mutari x^ y. Indices 2?/3|— 1, 2t<4 ac respondentes 2tf3}'— 1, 2u omisi- 

mus, cum ad reliquos revocentur. Inventum igitur est theorema sequens, de 

periodis transcendenlium nostrarum fundamentale: 

Theorema Fundamentale. 
yjPosifo 

X --^ x(^\—x){l-'X'x)(l — iJx){i--u'^x)^ 
statuatur : 

^/- {^a-{-ßx)dx _ /•' {a + ßx)dx . 

V v-x~ ""■*^' V v^Y — ""''' 

1 

9 / ' "' C« + ßr:)öx _. o / ■* (« 4- ß^) Ox 

l_ 1 

—X II ' 

1 

considerentur x, y nt functhnes ipsarum n^ w', 

x--l{ii,u'\ y =i'(u,fi'), 
datae per aequaliones: 

r^ia + fix)öx r"{a.\-ßx)dx __ 

./ ■ ■ /x V ' )fx ■" ' 



r-^w-\-p'X)ox I 
f i/X \/ 






}/X ' ./ |/.Y 



enV ; 



?/ + mi, ] -1 + »«'»,+ »«"»3 y-i+m"'ü^' 



/?/ + #««,)-. , ... ., ,, . , .., -„ . _ . , 

\u i-miiy—i + m ti-\-m t^y—l + m u/ 

\u + mii]—i + niti+m tiy-'i + m t J 
quicmique sitit w, m', m", #//" nnmeri integri positwi aut negatwi,^ 
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Genus periodicitatis, quod theoremate aniecedento explicitum est, nihil 
habet, quod legibus functionum analyticarum obverselur. Sane quidem nume- 
ros m, m\ m'\ m"' ila semper determinare licet, ut expressionuro 

u + m' t^+ i/i'" «\+ (m «1 r w" ifj ) j' — 1 , 

alterutra a data quantitate qualibet 

p + qy-i 

minus differat quam uila quantilate data quantumvis parva; neque tarnen id 
generaliler effici potesi, nisi simul iidem numeri ultra omnes limiles crescunt; 
ita ut altera expressione ad datam quantitatem infinite prope accedehte^ altera 
simul infinite magna evadat. Unde videmus. in functionibus nostris duarum 
variabilium quadrupliciter periodicis 

tum demum alterum argumentum fieri indeterminatum, si alterum in infinitum 
abeat. Quod nihil habet absurdi. 

Videmus pro iisdem ipsarum x^ y valoribus non alterum tantum argu* 
mentum certa quadam constante mulari posse. altero immutato manente, sed 
semper utrumque simul argumentum mutationem subire; ita ut alterius argu- 
menti indice alterius index prorsus determinatus sit. Quae est istius periodici- 
tatis proprietas characteristica, sine qua non locum habere possit. 

11. 

E theoremate Abeliano constat. positis 

a: = i(f/, ?/). y = k'{u,u)^ 
funcliones 

■ 

datas esse ut radices aequationis quadraticae 

in qua f/„, t/^, VI' sunt funcliones ipsarum ar, y, \X, \Y rationales si y 
ipsius y eadem funclio atque X ipsius x. Unde etiam patet, vice versa x^ y 
e x^^ y„ per resolutionem aoqualionum algebraicarum obtineri. Quarum or- 
dinem e theoremate fundamcntali iam coniicis fore //\ Quod pro n=^2 
e theoremate Abeliano facile probas; atque idem adeo theorema facile 
suggerit resolutionem aequationis 16'' gradus, quae in bisectione requi- 
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Titor, per solas extracliones radicum quadralicarum. Quod alia occasione 
persequemur. 

Si vero danlur transformationes , ex codem theoremale facile coniicis, 
pervcniri ad multiplicationem per quatuor transformationes ;»*' ordinis, alias 
posi alias applicalas; unde resolutio aequationis n^*' gradus, quae in divisione 
in H partes requiritiir, ad quatuor aequationes n*' gradus revocatur, si divi- 
sionem indicum noiam supponis. Ilanc vero, etiam facile coniicis, si n sit 
numerus primus« pendere ab acqualione (,1 -i- » + /r-f /'^V' gradus generaliter 

irresolubili et alia — z — gradus, quae, iilius radicibus ut nolis suppositis, 

Solutionen permittil. Atque erit etiam,. si n primus. i+n-f/r-fn numerus 
transformationum einsdem »** ordinis, e quo numero erunt 2(ii+l) reales. 

Scr. 14. Febr. 1S34. 
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3. 

Einige mathematische Sfttze. 

(Von Herrn S. Loetcenstern, Cand. philo», zu Dorpat.) 

1. 

Einige Sätze aus der Sphärik. 

§. 1. Trenn man in einen beliebigen Sphfirenkreis (der Radius der Ku- 
gel sei 1), irgend ein beliebiges^ sicli nicht schneidendes, sphärisches 
Polygon einschreibt, zu diesem das Polarpolygon construirt, und durch 
die Axe des Sphärenkreises gröfste Halbkreise auf die Seiten des Polar- 
polygons senkrecht legt, so werden sie respective durch die Spitzen der 
diesen Seiten correspondirenden Winkel des Grundpolygons gehen, weil 
nemlich die Radien, die die Winkelspitzen des Grundpolygons mit dem iMittel- 
puncte der Kugel verbinden, senkrecht auf den Ebenen der gröfsten Kreise 
sind, zu denen die Seiten des Polarpolygons gehören. Daher auch die 
Stacke jener gröfsten Halbkreise, die zwischen den Polen und den Seilen 
des Polarpolygons enthalten, einander gleich sind. 
Hieraus folgt: 

a) dafs man in das Polarpolygon einen Kreis einschreiben kann, 
welches dessen Seiten in denjenigen Puncten berOhrt, in welchen die durch 
die Axe des Grundkreises auf dieselben Seiten senkrecht gelegten gröfsten 
Halbkreise sie treffen. 

b) Dafs der in das Polarpolygon eingeschriebene Kreis eine gemein- 
schaftliche Axe und gemeinschaftliche Pole mit dem Grundkreise hat, wes- 
halb denn die beiden Ebenen, in denen sie liegen, einander parallel, und 
senkrecht auf allen grössten Halbkreisen sind, die durch die Axe der beiden 
Kreise gehen. 

e) Ferner, wenn (> und (>| die resp. zwischen dem Grund- und Po- 
larkreise und den ihnen zunächst liegenden Polen enthaltenen Bogen der 
gröfsten Halbkreise, die durch die gemeinschaftliche Axe auf die Seiten des 
Grundpolygons gelegt sind, (Polabstände) bezeichnen, so ist 

1. ? + (>! = 90". 



so 3. S. Loewensierfiy einige mathematische Sätze. 

H) Endlich ist der Radius des Grundicreises sin(i und der Radius des 
in das Polarpolyi^on eingeschriebenen Kreises (Polarkreises) sin(ii = cos(i; 
und die resp. Perpendikel aus dem Mitlelpuncl der Kugel auf die Ebene des 
Grund- und Polarkreises sind cos(i und cos(/i - sin(i. 

§. 2. Es sei r das durch die ^Vinkelspilze^ des Grundpolygons, 
und Vi das durch die Puncto, in welchen der Polarkreis die Seiten des 
Polarpolygons berühr!, bestimmte ebene Polygon, so wird, da wir in §. 1. 
gesehen haben , daCs die Ebenen der durch die Pole der beiden Kreise und 
durch die Winkeispitzen von \\ gehenden gröfsten Halbkreise auch durch 
die Winkelspitzen von V geben, und auf den Ebenen dieser Polygone senk- 
recht sind, \\ dem V ähnlich sein. Also ist, wenn B den Flächeninhalt 
von \\ und ^i den von \\ bezeichnet, 

B:Bi = sin*p:sin"p, (~ cos'p). 
Daher 

2. -^ — lang'p, oder ß — Ä, tang(>'. 

Bezeichnen P und P^ den resp. dreifachen Körperinhalt der Pyra* 
miden, deren gemeinschaftliche Spitze der 3Iittelpunct der Kugel ist, und 
deren Basen V und \\ sind, so verhall sich 

P:P ■-= Rcosffi Bcos{ti. 

Also ist 

P B 

3. p = f.- cotangp. 

Aus (3.) und (2.) findet man: 



und 



p 

p- — tang p, oder P = Pi lang p ; 



5 r - « 

h "" b: 



P+Pl = P;sec*(i ^ ß.tang p. 



Aus (4.) ergiebt sich: 

Daher vermöge (2.) 

6. P' + P\ - BB,. 

Anmerkung. Wie die §§. 1. und 2. zu verstehen sind, und dafs 
alle obigen Gleichungen unverändert bleiben, wenn man das Polarpolygon 
und den Polarkreis zum Grunde legt, leuchtet von selbst ein. 
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§. 3. Schreiben wir in den Grandkreis, statt des sphärischen Po- 
lygons, ein sphärisches Dreieck ABC ein, so wird durch die Berflhrungs- 
functe des Polarkreises im Polardreiecke ÄßC ein sphärisches Dreieck 
ABC bestimmt. 

Bezeichnen wir nun den resp. dreifachen Körperinhalt der Pyramiden, 
deren gemeinschaflliche Spitze der Millelpunct der Kugel ist, und deren Basen 
die ebnen Dreiecke ABC^ A'B'C und A[B'iC\ sind, durch K^ K' und £{; so 
ist nach (4.) 

7. — = tangp^ oder K = K[\angQ. 

Wenn a, b^ c die Seiten sind, die im sphärischen Dreiecke ABC 
resp. den Winkeln A, B, C gegenüberliegen, so ist bekanntlich: 

2K = sin b sin c sin ^ = sin c sin a sin jB =^ sin a sin b sin C und 
2K^ = sinBsinCsina = sin C sin ^ sin /^ = sin ^ sin jB sine. 

Aus diesen Gleichungen folgt: 

(a.) 2£^ = sinasin6sinc.if und 2Ä^^ =^sin^sinßsinCÄ^ 

/L \ ^ — . 2Jif ^ _ sin it sing sin C _ sinii _ sinÄ _ sinC _ . 

^ *^ IT ~" sinasinftsinc "~ 2K' "" sina ~" sin 6 "" sine "^ ^ 

wenn X der gleiche Quotient dieser Brflche ist. 

K' 
Substituiren wir nun in (7.) für Ä, -^, so folgt: 

8. -«r = ^»tangp. 

Setzt man für tangp seinen bekannten Werth — — - — ~ —^ und 

2K 
-: f—r-^ — für Ä, und reducirt, so erhält man : 

/Tj = 2cos|a.cos|&.cos^c.jFf. 

Da sich auch in das sphärische Dreieck ABC ein Kreis einschreiben 
läfst, so folgt aus dem Vorhergehenden, wenn (>' der Polabsland dieses 
Kreises ist, und K^ der dreifache körperliche Inhalt der Pyramide, deren 
Spitze der Mittelpunct der Kugel, und deren Basis das ebne Dreieck AiBiC^ 
ist, welches durch die geradlinige Verbindung der Berührungspuncle des in 
das sphärische Dreieck ABC eingeschriebenen Kreises mit den Bogen a, by e 
entsteht: 

OroUe'8 Joanial d. M. Bd. XUI. Hft 1. 11 
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10. ^ = tÄfllTp, oder I^-^ IC\nngfß\ 

11. -^ = itang(i' 

und 

12. K^=^2sin^AsiniBsiniC.K. 

SabslitQiren wir in (12.) för sini.4, elc, rV ™>T*2"'^-*'"^^ \ clc. 

(# ist nemlicb — ^^ )• und berücksichtigen^ AbIs 

fC = sin«.sia»jr — a)S!n(*— 6..6ia'^* — c) nnd sinasin6sinc = -=r* 
so erhält man: 

M c% ik. IL 

13. sin* — - sina = -VT-, 

wenn a' ^ ^(/ißO^^{a-\'b + c))— dem halben Flächeninhalte des Polardreiecks 
A'B'C ist. Und durch Vergleich von (13.) mit (10.): 

14. tangp' = -: — = 



siüs sma 

Anf ähnlichem Wege findet man, oder ans (13.) nnd (14.) schUefsl 
man mit Hölfe von {i.): 

KP 

15. — cosS = sina= -pr- 

und 

16, tangp = y = -jr , 

wo S^liA-i-B+C)^ nnd a der halbe Flacheoinhalt des sphtrischen Grund* 
dreiecks ist. 

§. 4. Wenn man in §. 1 die Pnncte« in welchen der Polarkreis 
die Seilen des Polarpolygons berflhrt, durch Bogen gröfster Kreise veriiindet, 
und tu dem so erhaltenen Polygone das Polarpoiygon constmirt, so wird 
dasfelbe den Gmndkreis in den Winkelspitzen des Gnindpolygons berflhren, 
nnd umgekehrt. Hievon überseugt man sich, wenn man in Betracht liehet, 
dafs grollte Halbkreise, durch die Pole der beiden Kreise auf die Seiten des 
Polarpolygons gelegt, nach §. 1, durch die Winkelspitaen des Grnndpolygons 
gehen^ nnd umgekehrt. 

Hieraus ergiebt sich nun, da sowohl in jedes Dreieck ein Kreis 
eingeschrieben, als auch nm jedes Dreieck ein Kreis umschrieben werdet 
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kaiio, dafs, wenn man forlfährt, Kreise, und durch diese bestimmte sphft- 
rische Dreiecke in einander einzuschreiben, ihre Polarkreise und Polar- 
dreiecke einander umschrieben sind, und der FIficheninhalt und Seiten- 
umfang der Dreiecke der ersten Reihe der Grenze Null, hingegen der der 
zweiten der Grenze 360'^ immer mehr und mehr sich nfihern, ohne ihnen 
jemals gleich werden zu können. 

Es bezeichne ferner Oi und o[ den resp. Flftcheninhalt der sphäri- 
schen Dreiecke A^BiCi und A\ßiC[^ und K2 und ^ den resp. Körper- 
inhalt der zu den in diese Dreiecke eingeschriebnen Dreiecken gehören- 
den Pyramiden. Dann bezeichne auch o und K das Analoge in Bezug 

• • • 

auf das sphärische Dreieck ABC, als Polardreieck des sphärischen Dreiecks 

• • 

A'iB'iCi^ und n und K in Rücksicht auf das Polardreieck von AiBiCi^ und 
also auf das um ABC umschriebne sphärische Dreieck, so erhall man, ver- 
möge (13.) und (15.): 

a) kiC, = Äi sin a; b) kK[ = Ksin a[ ; c) k'K^ = K, sin a' ; 

d) K'Äi = ir sin a,. 

Aus (15.) und (6), und aus (13.) und (d) folgen sodann: 
17. /fjfif = sin(Tsinai und k'K=^sina'sinai. 

Ferner durch Verbindung von (a) mit (c) und (6) mit (jd) folgt: 
18. kk.K.IC^ =/ir2Äi.sinasincr' = üf^.sincr.sina;. 

Man siebet leicht ein, wie diese Art von Gleichungen ins Unendliche 
sich vervielfältigen lassen, wenn man noch mehrere Dreiecke der oben ange- 
fahrten Reihen in Betracht ziehet. 

§. 5. Wenn man ein Stack einer Kugelfläche (deren Radius 1 ist), 
welches zwei aufeinander senkrechte gröfsle Halbkreise begrenzen, durch 
einen Bogen eines gröfslen Kreises, auf einem der begrenzenden gröfslen 
Halbkreise senkrecht, theill, so erhält man zwei gleichschenklige sphärische 
Dreiecke, in denen die gleichen Seiten und gleichen Winkel 90' sind, und 
deren eines das Polardreieck des andern ist. 

Ea sei der Scheitelwinkel Jes einen 2a, so ist der des andern 
180*— 2 a. Hieraus folgt (man sehe §. 3), dafs der Körperinhall der Py- 
ramiden, die zu diesen gleichschenkligen Dreiecken gehören, einander 
gleich und gleich sin a cos a ist. Bezeichnet nun in Backsicht auf das erste 

11» 
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dieser Dreiecke ^, ;?„ S, 6|, ond ^, p, 9i, 6^ in Rücksiebt aof das andere 
das Analoge von P, P^y B, ßi, in §. 2., so ergiebt sich, vermöge (13.) nnd 
(15.), da sina = sin&^ nnd sina = cosor^ 

19. pcosa =psina = ^\ 
Hferaus, und dars ^ = sinacosa^ folgt: 

20. p'+pl=-f und ppi=^^. 
Ferner aus (5.) ergiebt sich; 



"TT = "^ und -T^ == — y ; 



nnd hieraus 



21 -*^.-w. IL-iL. ±+^-v ®.4-®i- 4. 

Endlich aus (b) and (20.): 

22. p'-p^=8i6-S36, und S6,+«,6 = 3y. 

(Die FortsetZQDg folgt) 
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Beitrüge zur sphftrischen Trigonometrie. 

(Von Herrn C. A. Bretschneider, Auditor beim Justiz- GoUegio zu Gotha.) 



Xn einer, Bd. 10 Hft. 2 dieses Journals befindlichen. Abhandlung hat Hr. Pro- 
rector Scbmeifser über die jetzt gewöhnliche analytische Behandlung der 
9pbfirischen Trigonometrie mehrfachen, zum Theil nicht unbegründeten Tadel 
ausgesprochen, insbesondere aber den Mangel an allgemeinerer Gültigkeit 
der analytisch gefundenen Formeln, und die gezwungene und gekünstelte 
Ableitung derselben aus den Grundformeln gerügt. Indessen will es mich 
doch bedünken, als ob man die gerügten Unvollkommenheiten nicht sowohl 
der analytischen Behandlung an sich selbst, sondern vielmehr der bisher 
üblichen ungenügenden Ausführung derselben zur Last legen sollte; denn 
leider mufs man bekennen, dafs die sphfirische, so wie überhaupt die ge- 
aammte Trigonometrie, trotz der zahlreichen, fast jedes Jahr über dieselbe 
erscheinenden Lehr- und Handbücher, noch sehr der Rundung und Vollendung 
entbehrt, deren sie in so hohem Grade ffihig ist Es sei mir daher vergönnt, 
im Folgenden kurz den Weg anzudeuten, der nach meiner Einsicht der 
zweckmfifsigste sein dürfte, um die Trigonometrie überhaupt auf sichern Grund- 
lagen zu bauen, und insbesondere eine von den gerügten Mängeln freie ana- 
lytische Darstellung der sphfirischen Trigonometrie herbeizuführen. 

§. 1. 
Was zuvörderst die Allgfemeingültigkeit der trigonometrischen For- 
meln überhaupt betrifft, so beruht dieselbe, so wie die aller andern ana- 
lytisch-geometrischen Formeln, im Grunde auf weiter nichts, als auf 
den, der reinen Geometrie gänzlich fremden, Beziehungen des Positiven und 
Negativen. Es können nemlich alle einzelnen Fälle eines geometrischen 
Salzes dadurch in eine einzige allgemeine Formel zusammengefafst wer- 
den, dafs man gewisse Linien, Flächen u. s. w. als normale annimmt, 
und auf diese die Lage aller anderen so bezieht, dafs die auf den entge- 
gengesetzten Seiten der normalen liegenden Linien, Flächen u. s. w. auch 
als untereinander entgegengesetzt betrachtet, und deshalb in den 
Formeln mit verschiedenen Vorzeichen verseben werden. Da es rein will- 
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kurlich ist, welche Lagen man als positive oder negative ansehen will, so 
wählt man diese immer so, dafs die Beslandtheile der Construction fflr einen 
der vorhandenen Fftlle sflmmtlich positiv werden. Dieser Fall bildet dann 
den Normal fall, und jede Formel, die fflr ihn entwickelt wird, gilt dann 
auch fär alle übrigen Ffille, sobald man die denselben entsprechenden Ände- 
rungen hinsichtlich der positiven und negativen Werthe der einzelnen Gröfsen 
berücksichtigt. Die Mathematiker haben dies in gröfster Allgemeinheit be- 
wieseil in der Lehre von der Bestimmung der Lage von Funden, Linien und 
FIfichen im Räume durch Coordinaten; und an die Allgemeingflltigkeit der 
Coordinatenformeln Ififst sich nun die der goniometrischen und trigonometrischen 
Formeln auf das Engste anschliefsen. 

Stellt man sich riemlich in einer Ebene zwei auf einander senkrechte 
Axen vor, und bezeichnet die beiden Quotienten aus den zwei Coordinaten 
irgend eines Punctes in der Ebene in dessen Abstand vom Durchschnitts- 
punkte der Axen mit dem Namen des Sinus und Cosinus desjenigen Winkels, 
welchen die den gedachten Absland messende Linie mit der einen Axe bildet, 
so ist klar, dafs diese beiden Functionen, in ihren positiven und negativen 
Werthen, mit denen der Coordinaten durchaus übereinstimmen müssen. Wird 
nun noch der Anfangspunct festgesetzt, von dem, und die Richtung, nach 

• 

welcher die Winkel dieser Functionen gemessen werden sollen, so sind dadurch 
zugleich die Werthe der Functionen für alle möglichen positiven und nega- 
tiven Winkel gegeben, und die Lage irgend eines Fundes kann nunmehr aus 
seinem Abstände vom Anfangspuncte der Coordinaten, und den Functionen 
des von letzterem und der einen Axe eingeschlossenen Winkels, mit derselben 
Sicherheit gefunden werden, wie durch Coordinaten. Zugleich erhellt aus 
der Natur dieser Winkelfunctionen , dafs die Ausdrücke, welche durch deren 
Einführung in die Coordinatenformeln entstehen, eine mit dieser gleiche Allge- 
meinheit haben, d. h. für alle möglichen Winkelwerlhe gelten müssen. Diese 
Begründung der Trigonometrie, nach welcher sie sich als eine weitere Aus- 
bildung und unmittelbare Folgerung der Theorie der Coordinaten darstellt, 
scheint mir die einzige zu sein, durch welche es gelingen kann, Schärfe der 
Darstellung mit der nölhigen Allgemeinheit zu vereinigen, 

§. 2. 
Mit Hülfe des Vorigen können nunmehr die Grundformeln der Gonio- 
metrie und sphärischen Trigonometrie in gröfster Allgemeinheit gefunden 
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werden. Hat man nemlich drei in einem Pnncte auf einander senkrechte 
Axen X, F, Z, und es sind die beiden Winkel b und c gegeben, welche 
zwei durch den Mittelpnnct gehende gerade Linien B und C mit einer der 
drei Axen, z. B. X, bilden, so wird der von den Geraden B und C einge- 
schlossene Winkel a, jederzeit aus den Winkeln b, c und dem Neigungswinkel 
A der Ebenen XB und XC gefunden werden können. Denn bezeichnet man 
die Coordinaten zweier auf B und C, gleich weit vom Mittelpuncte ab- 
stehenden. Puncto ß und y beziehungsweise mit Xy y/ z und x\ y\ «', 
und die Gerade zwischen ß und y mit k, so ist bekanntlich ganz allgemein 
F = (a;'—a?/+(y'— y )'+(*'— a)^; und wenn nunmehr stall der Coordinaten die 
im vorigen Paragraphen aus denselben abgeleiteten Winkelfunctionen sub- 
stituirt werden, verwandelt sich der angegebene Ausdruck in: 

(a.) cosa = cos fr cos c + sin 6 sine cos ^^ 

welches die Grundformel der sphfirischen Trigonometrie ist; da a^ b, c die 
Seiten und A den der Seite a gegenflberliegenden Winkel eines sphärischen 
Dreiecks bilden. Wird ^ = 0, d. h. fallen die Ebenen XB und XC zusammen, 
so wird a = b—c und (a.) verwandelt sich in cos(6- c) = cos 6 cos c+ sin 6 sin c^ 
welches die Grundformel der Goniometrie ist, die hiernach als ein specieller 
Fall der sphfirischen Trigonometrie angesehen werden kann. Beide Aus- 
drücke müssen ganz allgemein, fQr jeden möglichen Werth der in ihnen vor- 
kommenden Winkel, gelten und diese Allgemeinheit auf alle aus ihnen ab- 
geleiteten Formeln übertragen. 

§. 3. 
Hat man auf diese Weise die allgemeine Grundformel gefunden, so 
kommt es nun darauf an, die übrigen Relationen der sphfirischen Trigono- 
metrie aus jener möglichst einfach abzuleiten, was bisher freilich so we- 
nig gelungen ist, dafs die sphärische Trigonometrie mehr das Ansehn einer 
Sammlung von allerhand analytischen Kunststücken, als das eines wohlge- 
ordneten und zusammenhangenden Ganzen erhallen hat. Dies ist indessen 
keinesweges in der Natur der analytischen Behandlung dieses Gegenstandes 
begründet, sondern vielmehr nolh wendige Folge der beschrankten Ansicht 
von demselben, nach welcher man, mit Übergehung aller übrigen Relationen, 
nur denjenigen Formeln nachtrachtet, welche zur numerischen Berech- 
nung der sphfirischen Dreiecke dienen. Die numerische Berechnung aber ist 
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ein ganz zufälliger, in der Natur dieser Lehre nicht begründeter Gesichts- 
punct, dessen einseitige Verfolgung zu nichts dient, als den Gang der Unter- 
suchung nutzlos zu verwickeln und dunkel zu machen. Das Folgende wird^ 
hoIFe ich, zeigen, dafs man, unter gänzlicher Beiseitesetzung jenes Gesichts- 
punctes, aus der Grundformel ein förmliches System der sphärischen Trigo- 
nometrie auf eine so elementare und doch so elegante Weise ableiten kaun^ 
dafs bilb'gen Forderungen dadurch genagt werden dürfte. 

Zu möglichster Abkürzung mögen im Folgenden nur solche Dreiecke 
in Betrachtung kommen, deren Winkel und Seiten sämmtlich kleiner als 
2 Rechte sind, was die Allgemeinheit der Sätze Ober die Polardreiecke be- 
kanntlich nicht verringert. Bezeichnet man dann die Seiten eines sphärischen 
Dreiecks mit a, b, c, die denselben gegenüberliegenden Winkel mit A, B, C: 
so lehrt die Sphärik, dafs sich jederzeit ein zweites Dreieck finden läfst^ 
dessen Seiten und Winkel, welche a', b'y c, Ä, B'^ C heifsen mögen, die 
Ergänzungen der Winkel Seilen des ersten Dreiecks zu 180 Grad bilden*). 
Da nun für beide Dreiecke: 

a + 6 + c]>>0 a + 6) je a + c) 16 6+c 

ö'+6'+ei<360^^ «'+6'! > je' a'+c ( ^ \v 6'+c' 

ist, so folgt, wenn man statt a, 6, c, und a', Vy c ihre Werthe 180^—^, J?, C, 
und \S(f-A\ B\ C setzt: 



la 
a! 



^+5 + C|>180« A^'B^C; A^B + C; -^ + JB + C|^jg^. 



^'+ß'4.ci<540" A^B'--C; AS+C; -Ä+B'+C) 

Es ergiebt sich hieraus, dafs man aus drei ganz willkürlich gewählten 
Winkeln, wenn auch ihre Summe zwischen 2 und 6 Rechte fällt, doch nicht 
allemal ein sphärisches Dreieck bilden kann; so wenig als dies mit drei ganz 
willkürlich gewählten Seiten der Fall ist, wenn ihre Summe auch kleiner als 
vier Rechte ist. Diese Beschränkung ist den resp. Dreiecken so wesentlich^ 
dafs es wirklich zu verwundern ist, wie sie bisher hat so ganz unbeachtet 
bleiben können. Ohne »Berücksichtigung derselben verfällt man aber in un- 
auflösbare Widersprüche und Schwierigkeiten; wie dies z. B. Hrn. Schmeifser 
(a. a. 0. pag. 131.) mit der Formel 



^) £8 ist Sache der Sphärik, diesen Satz geometrisch für alle möglichen Drei- 
ecksformen zu beweisen. So findet er sich auch in den bessern Lehrbüchern der Tri- 
fonometrie, z. B. in Salomou's Handb. der ebenen und sphär. Trig. pg. 245 ff. 
Ir kann aber auch leicht aus der Grundformel (a.) abgeleitet werden. 
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89 



sin 




A+B+C A+B+C 

— CO» —^ COB — 



2 2 

moffsiDC 

begegnet ist^ weiche nor dann eine Ungereimtheit enthalten wflrde, wenn es 
möglich wäre, dafs ^(—A + B+C}>dO^ werden könnte. Wenn sich daher 



diese Formel in Vega's math. Vorlesungen ohne das Zeichen — unter dem 
Wurzelzeichen findet, so ist dies ein offenbarer Fehler, durch den sin^a stets 
unm/^glich werden mufs, da der Cosinus von ^(A + B + C) stets negativ ist. 
Ich habe im Folgenden das negative Vorzeichen in dieser und fthnlicben 
Formeln durch eine geeignete Umformung vermieden, durch welche zugleich 
in die einander entsprechenden Ausdrficiie der Winkel durch die Seiten und 
umgekehrt mehr Gleichförmigkeit gebracht wird. 

§ 4. 

Aus der Grundformel (a.) erhftlt man nun, theils unmittelbar, theils 
durch Hülfe des Polardreieckes, die Ausdrücke: 



1. cosA =- 



cosa— cesfrcosc 



cos a =• 



COSi4+OOSfi + C08C 



sin 6 sine ' """"' ~ sin A sin C ' 

welche leicht auf die W^inkel B, C, b, c flbertragen werden können und die 
Grundlage aller folgenden bilden. Ffi^t man zu ihnen auf beiden Seiten des 
Gleichheitszeichens +1 hinzu, so ergeben sich bekanntlich die Ausdröcke fDr 
die halben Winkel und Seiten: 



/ 



«n "2 



sm 



o — 64-c . a + b^c 

:r-^ — Sin 



cos 



ai. ^ 



sin 6 sine 
»in — ■■ 8in- 



a + 6 + g 
2 



2. 






tang^-s- = 



siu b sin c 

. a — 64-c . a-ffe — c 
sin — — s am ~ 



. a + b-{-c . 
81 n — !-s-^ — sm- 



a4-64-c 



• 2 A 
8"» T = 



2 « 

«0» T = 



tang'-J- == 



A + B + C-im" . ~A + B+C+i80* 
. 2 '^ 2 

sinJBsinC ^. 

. A-'B + C+iOO" . Ä + B-C+iOO* 

sinJBsinC • ^ 

sm^ sm ' — 7: — ' 



Bin 



A^B + C-j-iW . A+B-C+i80' 



sin 
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Ans ihnen findet sieb durch Noltiplication : 

o,// . a+b+c . — a+6+c . a— 64-c . a+b—c 

sina = .— -_; 



5. 



sin« 



,//. Ä+B+C-lf*0'' . -A-i-B+C+iSO' . A-B+C+im' il+B-C-f ISO« \ 



sin ff sin C 

Dividirt man die erste dieser Gleichungen mit sin a^ die zweite mit sini4^ so 
werden die Glieder rechter Hand constant, folglich ist 

M sinil sinB sinC 



sma sinft sine 

Diese Constante m, weiche ich den Modulus des Dreieckes nennen will, 
erscheint in den Relationen der sphtrischen Trigonometrie sehr hSnfig, wenn 
Functionen der Wintcel durch Functionen der Seiten dividirt werden, und 
vereinfacht weitltufige und zusammengesetzte Formeln oft auf eine merk- 

wflrdige Weise. Aus (3.) erhtlt man fflr dieselbe: 

. , a + 6 + c . — a + 6+.c . a — 6 + c . a + b-^-c 
4sin — -^ — sm tz — - — sm ^-^ — sin ^ 



8in*a8in*68in*c 

8in*i48in*ff8in'C 



48m 3= 8in r; « — 8in ^r sm 



2 |/(8i 



2 — 2 2 2 

/i+B+C-180' . -i*+B+C-hl80' . i4-Ä+C+180* . 4+fi-C+l90* 

am — ■ '-iz— 8in "k — '"^ ~^ "° — 5~^ 



) 



sin a sin 6 sin c 
sin i4 sin ff sin C 



^,// . a4-b'\'C . — a + 6 + c . a-~6 + c . a + 6 — c\ 

sin ^ ^g sin -^ sm ^ sm ^ ^^ 



sm ^g ' sm !g sm ^ sm g 

Andere Ausdrflcke, welche nur zwei Winkel und Seiten enthalten, wie s. B. 

. il + ff /1 + ff . il + ff . A-B 

sm — ~ — cos — ^ — cos —5 — sm — = — 

, "" . a + b a — b "~ a + 6 . a — 6 ' 
6. ( sm— ^008— 2— ^^®— ^*'^— 2~" 

2 sin(i4 + ff)8in(/l — ff) cos2ff— cos2i4 
\ 8in(a4-ft)8in(a — ft) 00826 — co82a ' 

können aus (4.) in grofser Zahl abgeleitet werden. Mit Hfilfe der Gleichung. 
(4.) erhalt man auch noch aus (1.) und ,2.): 
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A _ ^^^—2 — ^^—2~ a =,2m.8m g sin ^ 

^T "" m. Bin a sin fr sine ~' ^ 2 siiiilsmBsinC ^ 

28m - * am ~-i— 2m. sm -^ sin — 5-^ 

. 4 cosa — CO86CO8C . ^ co8il+co8ficoaC 

coli! = ; 7—1—. C0ti4 = — - A ' D ' \o ' 

ifi.Bmaamfrsmc HmiisrnffsmC 

85. 

Bildet man nach den Formeln (2.) die analogen für die Sinus und 

Cosinus der Winkel ^B, ^C, ^b, ]c^ und multiplicirt je zwei derselben mit 

einander, so erbtlt man, durch gehörige Substitution, folgende neue Ausdrticke : 
C08iBc08iC_ gin^(a4-6+c) ain^dginjc _ 8iDi(i4 + g + C-i80*) 



8. 



8in^4 sina ^ ooaja siuil ^ 

BiniBainjC _ 8in|(~a+6 + c) coBtfcooajc _ Bipj(— i i +B + C+180*) 

sin^il "" ' sina ' cosja "" siuii * 

cosigsinfC _ 8inj(ar-6 + c) 8inj^6cö8|c __ 8inK^ — g + C+180^) 

cosiil ^ sina ^ sin^a ~~ 8in4 ^ 

sinj^gcosj C _ gip|(a4-6— c ) cosjfcsinlc _ sin^(i4 + B—C-flSO^) 

cosii4 ~" siua ' sinja ~" sin4 ' 

und aus ihnen, mit Hälfe von (4.\ folgende Werthe fflr den Nodulus: 

^^ _ 2co8ji4coB|Bco8i C _ ai nj^(i4 + B+C— 180^ 

"" Bini(a+b + c) " 28in4a8inYfrsinic 
^ 2co8|i4Binj^BBiPtC _ BinjC— ii + B + C+180") 
~ sin4(—a + * + c) ~ 28injacosi6co8ic 
^ 28injiico84B8iDiC _ sin j^C^ -B + C+180°) 

sin t(a — i + c) "" 2co8la8in4frcosjc 
_ 28inii48i n j^BcosiC _ 8inj(i4 + B— C+180 ^ 
"" sinJ(a + 6 — c) "" 2co8|acoB^6siD|c 

Die Division dieser Gleichungen giebt die schon mehr bekannten Formeln: 

fo«« i » lo«« I n sinK~ö+ft+c) , ... , 8ini(ii+B+C-180*) 

tangtg.tang iC^ sinKa+6+c)^ tang j 6lang 1 c = ,i,^;L^^;:^c^^8o^ . 

i-.«^ I I? ^-.f I r. sin Kö+fe-c) , , r . , 8in4(^-B+C+180*) 

tnngiÄ.collC :=-^^^_-, tangJÄcolic = ,i,|^^^g^c+180^ ' 

Die Addition und Subtraction der Formeln (8.) fDhrt zu den sogenannten 
Gaufsischen Gleichungen: 

sinKB + g) ^ c osi(fc- c) C08|( B4-C) _ cosj(6 + c) 



( 



si n j(B-C) ^ 8ini(6-c) cos i(B — C) _ sinjKM-c) 
cos^/l "" siu^a ' sinjil "~ sin^a 



weiche fQr den Hodulus die Werthe 
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_ mMjAmüB—C) tm^ÄeimiQB—C) 

gdMB aad dvdk Ditmob die bekaurtMi Nepersehei ABalogioei «r- 

liich: 



t..fi^t«.f4(Ä+C> = ^fcg, t«fi«eolJ(*+c)=.2^^, 



13. 



ta.tMt««4(i^-cr)=S^^ .«,4.c«.i(*-e)=S^^ 



*(Ä 



HB 

rnaUB- 






Diew Art, die GeofsischeB GleichangeB abialeHea, hat Hr. Prof. Bnaeaseif er 
kereüs ia seckslea Baade vom Liadeaaa*« ead Bobaeaberger*« Zeilachrifl 
Ar AjtroBOBie bekaaat feaaeht, aad sie scbeiat air aater atlea Uskcr ge- 
ludeaea die aalirlicksle aad elegaaleste sa teia. 

(Di* Fortaatiuc folsc} 
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5. 

Memoire sur PiDtegration d^une classe de fonctions 

transcendantes. 

(Par. Mr. Joseph Lioumlle ä Parii.) 
(PreseDtö i rAcadimie des sciences de Paris le 2 decembre 1833.) 



I. 

JLraiis une uote placee a la fin de mon second Memoire sur la determi- 
nalion des integrales de valeur algebrique, j'ai doniie l'enonce d'ua theo- 

röDie relatif a rintegrale je'ydxy y etaut aue fonctioii algebrique quel- 

conque, a savoir qu'il existe une melhode certaine pour trouver la valeur 
de cette integrale toutes ies fois qu'elle peut ötre obtenue en employant un 
nonibre limite d'operations algebnqnes. exponentielles et logarithniiques, 
Ott du moins pour en demontrer l'impossibilile sous la forme citee. J'ai 
m6me indique en peu de mots la marclie qu'on doit suivre dans la pra* 
tiqae, pour decouvrir (lorsqu'elle est possible) la valeur de Tintegrale en 
queslion, mais je n'ai point fait connaitre las principes theoriques qui ser- 
vent de basse ä ma methode. L*exposition rapide de ces principes fera 
le sujet du present memoire i, dans lequel on Irouvera^ si je ne me Irompe^ 
ies demonstrations rigoureuses de plusieurs theorömes nouveaux et d'une 
grande generalite. 

L'idee fondamentale de ces recherches a ete publice pour la pre- 
miere fois dans le Memoire sur Ies transcendantes elliptiqnes considerees 
comme fonctiens de leur amplitude, que j'ai presentö a TAcademie des 
sciences de Paris le 24 Juin 1833. Toutefois j'ai cm devoir reprendre 
ici la cbose en son enlier^ en la complettant sous quelques rapporls et en 
Telendant a de nouvelles questions. 

La premiere proposilion dont je m'occupe est relative a Tintegrale 

JPdx^ dans laquelle P designe une fonction algebrique f{x,y,z, — ) de 
la variable independante x et de plusieurs fonctions de Xy savoir y, s, etc. 
determinees par un nombre egal d'equations difFerentielles telles que : —^ = 

Grelles Jouroal d. M. Bd. XIH. Hft. 2. 13 
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fme fonelion algibrique de x, y, s, etc.; -^r^tf'ta ttutre fonction algi^ 

brique de x, y^ «, etc.; et ainsi de suite. Je cberche quelle forme de- 

vra prendre la valeur de /Pdon, toates les foii qoe celte valeur sera ex- 

primable, sous forme finie, en fonction de x^ y, z, etc., a Taide des si^ea 
alg^briques, exponentiels et logarithmiques. Et je demontre ainsi un 
th£or6me dont je vais ecrire Tenonce, et qui doit, ä mon sens, dtre con- 
sidere comme fondamental dans la theorie de Tintegration des fonclions 
d^nne senle variable. 

Th6or6rae. St t integrale j Pdx est exprimable, sous forme finie^ 

en fonction de x, y, i etc., ä Caide des signes algebriqnes , exponentiels et 
logarithmiques, il sera tonjours permis de poser 

/Pdx = /+-41ogti+ÄlogeH f-Clogtr; 

A, fi^ . . . . C etant des constantes, et t, u, e, . . . , w des fonclions algi^ 
briques de x, y, s etc. 

Ce theoröme a lieo qnel que soit le nombre des fonctions y^ z, etc.; 
et il ne depMd pas de la nature de ces fonclions qui peuvent ötre alge- 
briques ou transcendantes. On peut le regarder comme une generalisation 
de celui qu^on trouve dans le Memoire sur les fonctions elliptiques eile plus 
biBUt, et il se demontre par les mdmes principes. 

Si la fonction P et les fonctions egales a -^^ ^, etc. sont non 

seulement algebriques, mais encore ralionnelles par rapport a x^ y, »^ etc., 
on demontre de plus que les fonclions t, u, e^ .... w pourront aussi Mre 
regard^es comme ralionnelles par rapport a ces quanlites. Rien n'est plus 
facile que d^etablir ce second theoröme (le premier etant admis) en em- 
ployant la belle metbode exposee par Abel, dans le tome 4. du Journal 
de Hr, Cretley page 260. 

J'applique ces theorömes a la fonction particuliere P=ie^y, y 6tant 

une fonction algebrique de x; et je fais voir que si Tintegrale fe^ydx 
est possible sous forme finie, on aura: 

Jeydx = ir(a+/iy+yjfH.... + ;.y-*)+ Constante, 

^> ßi 79 • • • • ^ ilant des fonctions rationnelles de x, et n designant le 
degre de requation algibrique^ a coSfGcients rotionneis (supposee irreduc-- 
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tible) doot y est la racine. J^ fais voir ensoile quo led inconnuea et, ß^y^ .... l 
doivent satisfaire ä un nombre 6gal d^equaUons lineaires du premier ordre; 
et d^8 lors, ä Taide de la methode que j^ai donnee ailleurs pour döterminer 
les integrales rationnolles des äquations lineaires, on tronve aisement les valenrs 
de ix^ /}, ^^ . • . . ^^ ou dn moins on en demontre rimpossibilite, ce qui entraine 
rimpossibilite de Fintegrale elle-mdme. Cette methode s*etend lout de snite 
a la formule differenlielle e^ydx, quelle que soit la fonction algebrique p, 
pourvu que p ne soit pas une simple constante; en effet ce demier cas, oü 
la fonction qu^on yeut inlegrer cesse d'ötre transcendante, est cependant plus 
eompUque que les autres et parait dependre d'une analyse plus profonde qoe 
coUe dont je me sers dans ce Memoire. 

Soient a present P, Q, A des fouctions algebriques quelconques 

ie x; et p , q, . . . , r d^aulres fonctions algibriques qui ne se riduisent pas 
a des constantes; il sera aise de traiter Tlutegrale 

car je prouve que, pour que cette integrale soit possible, cbaque terme 
doit Atre inlegrable en particulier. II est bon d^avertir que ce dernier 
theorAme suppose que parmi les differences p—q, P'^^j 9~^^f ^1^* ancune 
n^esl independante de x. Cela est permis; car si Ton avait q^p+k, k 
itant une constante, on aurait aussi 

Pe^+Öe» = e'(F+öe*), 

et les denx termcs Pe^, Qe-* se confondraient en roi seul de mdme forme. 

Tels sont les resultats principaux auxquels j^arrive dans ce Memoire. 
Mais, pour en rendre la demonstration facile ä suivre, il convient de reprendre 
les ehosea de plus haut et de poser d'abord quelques difioitions. 

II. 
On appelle fanctiim algibrique d^une ou de plusieurs variables x, 
$, M, etc., tonte fonction X qui peut £tre regardee comme la racine d^une 
iqoation de la forme: 

P, Q, . . . . R, S etant des fonctions rationnelles de x, y, z, etc., et m 
disignant un nombre entier positif. II Importe peu que cette equation 
foit OQ noB resoluble par radicaux. 

13* 
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On donne en general ie nom de fonclions troMcendantes a toutes 
les foDctions qui ne soDt pas oomprises dans la definiiion precedente; roais 
il ne sera queslion dans ce Memoire que des erponentielles et des logarithmes, 
ä quoi il serait inutile d*ajoater les fonctioos trigonometriqaes , tant directes 
qn^inverses, puisque les sinns et cosinns peuvent s'ezprimer en exponentielles, 
el les arcs de cercle en logarithmes imaginaires, ä Taide de formules tres 
simples connues deputs long-temps. 

Les fonclions exponentielles et logarithmiqaes, qui sont inverses 
Tune de Tautre, different essentiellement des fonctions algebriques^ en sorte 
que si p designe une fonclicn algebriqae Ae x, e^ el logp seront tonjoars 
des fonclions transcendautes de cette variable. Voici une d^monstration 
nouvelle de cette propositton connue. D'abord en faisant usage de la 
methode que j'ai exposee ailleurs*), on prouve aisement que la quantite 

- ou loga; n'esl point exprimable en fonction algebriqoe de x. On 

voit ensuite qu'il en est de m^me de logp; car si Ton avait log/? = une 
fonction algehrique de x^ en posant p=^y et resolvant cette derniere 
iquation par rapporl ä j;, on en deduirait x = une fonction algebrique 
de y, puiB \ogy = une fonction alg^briqye de y, ce qui est absurde. De 
meme si Ton avait e^=^q, q etant algebrique, il en resulterait log9=|i, 
ce dont on vienl de moutrer l'impossibilile. 

Relativement ä l'exponentielle e*y on peut meme prouver Timpossi- 
bilite de tonte equation de la forme 

Pi ^- Qy - • • - Ry S designant des fonctions algebriques Ab x^ ei a, ßy . . . . y 
des quantites numeriques qnelconques dilFerentes entr^elles et de zero. D^apres 
ce qn^on vient de voir^ celie equation est impossible lorsqne Ie premier 
roembre se compose d*un seul terme. Supposons donc qu^elle seit absurde 
lorsque Ie nombre des termes est egal a jn, et prouvons qu*il en sera de 
möme si ce nombre devient egal a fc+l* Cela fait, Ie theoröme que nous 
avons en vue sera demontre. 

Or si, en supposant fi+1 termes dans Ie premier membre, on 

por.vait avoir 

Pe'"' + pe^''+-----rß<^'^ = S, 



♦) Voyez Ie 22*"*" cahier du Journal de TEcolc politechiiique, ou Ie Tome 10. 
du Journal de Mr. CreUe, page 347. 




f). Liouoille, sur tinUgration des fonctions lran$ctnddntts. 97 

Sans que les qaantites P^ Q, . . . . R, S fussenl nulles. comme en differen- 
ciant cette equation, on trouve: 

on poorrait« par le secours de ceUe derniere egalite combinee avec la 
premiere. eliminer e**'', ce qui s'effecluerait toute de suite en mullipliant 

celle-ci par ^^'^^ '^ 9 ^^"^ '*• P*^^ ^? ^' '^^ relranchnnt Pune de Tautre. 

On tomberail ainsi sur une equation ne renferinant pius que ft termes 
exponentiels dans son premier membre et par consequent impossible dans 
Thypothese adniise. Donc l^equation 

l'esi aussi, ce qu'on vonlait prouver. CeUe conclusion suppose tonlefois 
que dans Tegalite oblenue par t'i^liminaUon de e% les coefficients des divers 
termes ne sont pas nuls separemenl. Or, par exemple, apres cette eiimi- 
nation^ le codfücient de eP^ est: 

Si donc i) pouvait etre nut. c'esl qu*OD aurait: 

d(Pe^p) ^ d(0^^) ^ 
Pe"/^ ~ QePf* ' 

d'oü Ton dedairait (en designant par C une constanfe): 

CO qui est absnrde, puisque les deux nombres a^ ß sont snpposes in^gaux. 
Bien enlendu que^ dans ce qni preeede, p n*est jamais une simple constante. 

Si, pour abreger, nous indiquons en general par €ü(x) une fonc- 
tion algebrique de x^ les fonctions simples que nous considerons plus spe- 
ciaiement dans ce Memoire et dont toules les;autres seront formees^ se 
reduironl a Irois, exprimees par les caracterisliques a)(x), e% logo:. Nous 
nommerons fonctian ßnie de x^ y, z, etc. tonte fonclion qui pourra s'ecrire 
en employant ces caracteristiques un certain nombre de fois, ou, si Ton veut, 
tonte fonction dont la valeur pourra ^tre obtenue ä Taide d*un nombre limite 
queiconque d'operations aigebriques, exponenlielles et logarithniiques efTectuees 
aur X, ify »y etc. 

Une fonclion finie pourra, comme on voit, elre algebrique ou 
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Iranscead inle ; et de plus, dans ce dernier cas, eile appartiettdra a oaa 
espece cu a aoe antra, anivant la natore des traoscendantea qua ealta 
fonction reaferme. En effet nons dirons qo^une foncUon finie est froM- 
csndante de premtre e9piee, si les signes relatifs aaz Operations expo« 
nentielles et logarithmiqaes ne porlent que sur des fonctioas algebriqaes^ 
cornme dana cet exemple, 

D^apres celte definilion, qai s^etend d^elle-m£me aus fonctions de piasieara 
▼ariables, od con^oit qae tonte fonction finie Ae x, y, z, apparienant a 
la premiöre eapece, ne ponrra itre qn^une fonction algebriqne de x, jf, », 
d*nn cerlain nombre de lo^rithmes de la forme log« et d^nn certaiii 
Dombre d*exponentielles de la forme e"^ u etaut algebrique par rapport 

* «, y, ». 

Nous dirons qn^nne fonction est tramscendamte de eeeoßde eepäee, 
ai les signes relatifs anx Operations tranacendantes portenl snr des qnaiH* 
tites algebriques et snr des transcendaules de premiere espece, coame 
dans cet exemple 

x+logx + log{\+e^\ 
De mime nne fonction appartiendra a la troisieme aspece. si les aignaa 
relatifs anx Operations transcendaiiles porlent snr des fonctions de aaoonde 
espece; et ainsi de saite 

III. 
Ces definitions nne fois rappeiees« on pent enoncer d*nne mani^ 
plns'precise Tobjet du theordme fondamental qni sert de base a nos re- 
cberches. Soient pour cela y et a denx fonctions de x döterminees par 
deux equations differentieiies de la forme 

p et q designant deux fonctions algebriques de x, y« z. Designons par 
P une aulre fonction algebrique des mimes quantites x, ff, z; et consi'- 

derons Tintigrale jVdx. D est clair que, dans cerlains cas^ Tintögrale 

en qnestion ponrra dtre regardee comme nne fonction finie de x^ y, a, 
et qne, dans une multitnde d^autres cas, eile sera impossible soas eette 
forme. Cela pose, le tbeoröme que je venx dimontrer peut s'enoncer de la 
maniere snivanle: 
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Si tuUigrak fpdx est une fanction finie de x, y , ä, on powrra 

taujawrs poser: 

fpdx = /+-41ogtt+J5IogrH hClogtr, 

A^ B, .... C etant des conslantes et /, n, r, .... fr des fonctions 

algibriques de x, y, z. 

. Ce theordme peut s'etendre ä un nombre quelconque de fonctions 
ffy 9, .... determinecs par un nombre egal d^eqiiations diiferentielles du 
premier ordre; et nous avons eu soin d^en avertir au commencement de ce 
memoire; mais il suffira d'en donner In dcmonstration dans le cas pnriiculier 
oü il n^y a que deux fonctions, car cette demonstration reste toujonrs la mdme 
qnel que seit leur nombre. 

Le cas particulier oü {'integrale serait exprimable algebriquement est 
coropris dans la proposition precedente dont il se deduit en posant ^ = 0, 
£ = 0, .... C=0. Maintenanl nous allons prouver 1^. que si Tintegrale 
cherchee est une fonclion transcendante de premiere espece, de x^ y, Zy eile 
ponrra toujours dire ecrite sous la forme enoncee; 2^\ que si cette integrale 
ne peut dtre exprimee par aucune fonction transcendante de premiere espece, 
eile ne ponrra pas non plus ^tre equivalenle a une fonction de seconde espece, 
ni d'espece aoperieare. Ces deux propositions une fois elablies, il est incon- 
testable qae notre th^oröme le sera aussi. 

IV. 

Premiere partie de la dcmonstration oü ton protwe que si 
Cmtigrate /Pdx est equitalente ä vne fonclion transcendante de x, y, z, de 
premiire espice^ on ponrra toujours la supposer mise sous la forme: 

/Pdx^^t-^-Alogu+Bloge+'^^+Clogw. 

D'aprös Thypolbese admise, Tintegrale /Pdx doit £tre rigard^e comme 

une fonclion algebriqae üe x^ y, z, d^un certain nombre de logaritbmes de 
la forme logti^ et d'un certain nombre d'exponentiellea de la forme ef", n 
elant algebrique en x, y^ z. On peut supposer que le nombre total n de ces 
transcendantes monomes (c'est*a-dire de la forme ^^ log«) a ile rediiit k 
8on mmimum. Des lors il est visible que nulle relation algöbrique ne peut 
exister entr^elles et les variables x, y, z, car une teile relation, fournissant 
Ja yaleur de l'une de ces transcendantes exprimee algebriquement en fonction 
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des autres et de x, y. z. permettrail de reliaiiner de la valeur de /Pdx et 
de diminuer par consequenl n d'iine unile, ce qui est absurde. Poar fixer 
les idees et rendre notre raisonoement plus sensible, concevons que ia valeur 
de I Pdx doive contenir au moins leux exponentielles e^, ^ et un logarilhme 
\og%o. On aura donc: 

la caracteristique f denotanl une fooction algebrique. Cela pose, si Ton 
tombe, par un moyen quelconque^ sur une equation de la forme: 

y(j?,y,*,e*,e% logir) = 
doot le premier membre est algebrique par rapport a x, y^ «^ e^, e*^ logip 
je dis que cette equalion ne pourra contenir ef, ^% logip qu'^en apparence, an 
Sorte qu'elle subsisterait encore si Ton venait a remplacer e*, e% logir soit 
par d^autres fonciions de x toul a fait arbitraires, soit par de simples lettrea 
indetermiuees. En effet si cette equation n'etait pas identique relativement a 
logir par exemple« on pourrait en tirer. la valeur de logip^ et Ton aorait 

logifl = cöia:,.v,Ä, e%0 
(D denotanl une fonction algebrique; puis Ton en conclurait 

Pctr = f{x, y, a, (f, e% m {x, y, 3, er, ^)) 

en Sorte que la fonction transcendante de premiere espece contenae dans le 
second membre et equivalente ä fPdx ne contiendrait plus que deux trans* 
cendantes monomes e\ e\ tandis que, par bypothese, eile devrait en contenir 
au moins trois p^^ ^, logtr. 

Cette demonstration reslant la m6me quel que soit le nombre n des 
transcendantes monomes renl'ermees dans fPdx, pourvu que n soit le plus 
petit possibie. nous avons droit de dire que si^ par la marche des calcuU, on 
est conduit ä vne equalion algebrique entre x, y, z, et ces tramscendantes 
monomes y on ne troublera pas tegaliti en remplagant les trancendantes par 
des fonciions noutelles prises au hasard ou par des quantites purement 
lilterales. Ce principe est la base de toute nptre theorie. 

En partant de la, je prouverai d'abord sans peine que la valßiir 
de IPdx ne peut contenir aucune exponentielle. Car supposons, s'il est 
possibie, qu'elle en renferme une (seule ou aveo d'autres) savoir O^ef. u 
etant fonction algebrique de x, p, z; et, pour meltre en evidence. ecrivons 

JPdx - fix, y, s, 6). 
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/ itant nne foDction alg^briqae par rapport a 0, et contenant en oatre 
(algebriqaemrat aoasi) d'aotrM tranacendantes wumammy an nombre qdeleonque, 
doBt il est ioQtile de faire mention. En diff^renciant T^nation pröcidente 
et adoptant la Dotation de Lagnmge ponr reprösenter lea derivees partiellea 
par rapport k x, g, b, 0, on aara 

Cette valear peut s'ierire d^noe aa)re maniere. En elFet on a d*abord 
djf^päx, dsi^qdx: de plus, en observant qne 0=^6% on Ironve 

e*e8t-a-dire 

Eb substitorat ces valenn dans celle Ae Pix et divisant ensoile par dx, 
00 obtient: 

P = f. (a-, y, », 6) -\rpf, (X, y, », d; + qf, ix, y, », 0) 

L^^quation qne je viens deerire est algebrique par rapport k x^ y^ %^ $ ^ 
par rapport aux aotres transceudantes mononea implicitement contenoes dans 
la fonction f: il resulte de la qn^on peut y remplacer $ par fi$y fi itant nne 
eonatante indötenninee qnelconqoe. ce qui donne: 

P = f:{x,9,B,u0)+pf;{x,if,M,fi0)+qr:(x,if,M,u$) 

^liti donl le aecond membre est precisement la differenlielle complete 
äfix, y, %y u $) di visee par dx. 

En igalant cette valenr de P a la prec^dente. pais multipliant par 
dx et integrant, on a donc: 

Afin de determiner la conslante C, admettons qne, ponr x^^b, on ait y^y, 
a = A, et Ä = a, c'est-a-dire: 

II viendra en eliminant C: 

Je differencie cetle iquation par rapport a fi et je pose ensnite ju =: 1 : 
j^obtiens : 

Cr«U(*t Jjarnai d. )l. Bd. XIII. Hft. 2. 14 
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Xais cette efalitf soiTella, etant algebri^e par rappoii a tf ei aax aotres 
traMoendaates moBones caataaaes daot la ▼aleor de /PäXy doit sabstüer 
eacore 91 Tob reaiplace par one lettre fadMenaiBee i, ce qoi deaae: 

^ .. a/;(»,j,»,a) 

Maltipliaht par di et ialepraat, pais deterauaaBt la eoBstaata arbilraire par k 
coBsideratioB d\iae valear particaliere de • teile qae i^ig oa Iroare: 

f(x^ f , *, •) = mfAb, g, *, a)i,togi-Ief O+Z'^^ar, f , *, v) 
Hais cette deraiere eqaatioB sabsiste qael qae seit 1: oa peul doac y faire 
i = $^^^ et a caase de fXT,ff,h,9)^ /Pfbc, il Tieet alors: 

AfaKM doal le seeoad amakre ae coatieBt plas TexpoBeBtielle qa^oa 
aapposait deToir eatrer daas la Talear de fpdx. Ce seeoad aeaibre 
f araie eTidetaaeat aae traasceadaate bobobo de aioias qae A'»9''i^ 
aaToir la traaaceadaate tf, ce qai est ahearde« paisqae« par bypolkese, le 
aeaikre des traaseeadaates coateaaes daas /(«, y^a^tf} ae peot plas diaü« 
aaer. L'absardite provieat de ce qa*OB a reftfde la valear de /Päx 
cmaaie rMifenaaat aae oa plasiears azpoBaatiellea. Doac il aV a rceUeaieBt 
aacaae expoaeatidle qai paisae eatrer daas Texpressioa de cette ialegrale. 
MaiateaaBt je dis qae d^qae lofaritliaie eatraal daas la Talear de 
P^bt ae peat s^ troavcr qae soas fonae liaeaire et avec aa coeSGieBt 
coBStaaL Seit ea elet tf ^lofa aa de ees lofaritbaies« et^ paar le bmUto 



/' 



la foacäoa / elaal alfekriqae par rapport a # ei par n^port aax aalrea 
lofaritliaies qa'elle est ia^iciteaMal sa pp o s e e coaleair Ea düereac ia ai oMe 



Mai« oa seil qae äg^pdr^ ä^^^dx: de plas refiUle #=rlo^« doBB« 

»^ I/Aij .^j_ ^j\ 
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£n divisant la valeor de Pdx par dx, pour obtenir celle de P, on trou- 
▼era dooc: 

P = Ki^, 9* •> 9) -^rff.iXy y, », 9) + qf,{x, f , », 9) 

Or reqaalion que nons venoos d'icrire 63t eviidemmenl algebrique par rapport 
a Xy ff, 9y 0, et par rapport aux auf res logaritbmes en tränt dans f(x, g, a^ 0). 
Donc on peut y remplacer par /i+tf> /^ etant une constante quelconqae. 
n vient ainsi: 

et on peot observer qne le aecond inembre de cetle equation n'est antra 
chose que la diSerentielle eomplete de f(x,y,9,/Ji + 0) divisee par dx. 

Egalant cette valeur de P a la pr^cedenle, puls multiplianl par rix et 
inlegrant, on a donc 

n^f 9f *, f^ + ^) = /(«, Jf, *, Ö) + C?. 
Si Ton d^igne par g, h, a les valeurs respeelives de y^ a^ pour x^b, 
on'' d^erminera aisement, a Paide de ces valeurs ^la conalante arbttraire C, 
et il ifiendra 

Je differencie cette egalite par rapport b /i, aprea qnoi je pose /u=:0: de 
plus^ pour abröger, je faia f^{b, g, h, 0) s* A: je trouve de cette maniere: 

f0C^3 9^*fO) = ^• 
Comme cette eqnation eat nne eqnatioB algebrique entre x, ff, m, et lea 

autrea logarilhmes conlenua dana t{^f9,*,9)y eile doit aubsister en rem- 

pla^ant par une lettre indetermin^ t^ ce qui donne: 

fl{^3 9y «i •) = i4. 
Multipliant par <K et inlegranL» puls detemiinant la conatante arbitraire a Taide 

d^une valeur particitliere t — Iq, on obtient 

Mainlenant on peut donner a i la valeur qu^on veut. Je fats donc i = logti^ 
afin que le premier membre davienne egal a fPdx, et jWrive ainsi a. 
rollte remarquable 

fPdx = ^Iogi«+/^x,y, a,%,)-il^, 

14» 
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d*oo il resuke que log« ne peat entrer daos la valear de /Päx qae soas 
forme lioeaire el avee an coöfBcieat eonstaat. La aidme deoioostratioa est 
applicable aox aotres logarithmes log v, .. •• logw qae Tob sopposera coa- 
tenas dans la valeor de notre iategrale. Doae eafia eelte integrale, dans les 
bypotheses admises, peot dire eerile soas la forme: 

Päx = /+-4loirii+ÄiogeH hClog«r 

ee qai demontre la prämiere partie de notre tbeorAme.' 

Seconde parlie de la demonstration au tarn promce que n fm^ 
Ugrak IPdx ne peut itre exprimee par ameune fanethn trmueeuäamte de 
premiere espice, eile ne pourra poi daeamktge itre exprimie pur uue fametiam 
tramcendante de m^*"** espece m etamt >> I. 

Si Tintegrale jPdx est equivalente a une fonction transcendante de 
ai*^"** espece, Texpression de cette. integrale coalient algebriquement an 
certain nombre n de Irauscendantes monomes de m'^*"" espece, c^esl-a-dire 
an certain nombre n de transcendantes de la forme e^, logti^ u etant une 
fonction finie de (m — 1 )'^'"'* e^pece. On peut toujours supposer qae le nombre 

m est reduit a son nUmimum, c*est-a->dire soppoz^r que Tintegrale /Pdx ne 

paisse ötre exprimee par aacuae fonction inie de m'*"*"* espece, dans laqnelle 
U entrerait moins de m transcendantes motumeB de m^"** espece. Dös lora 
U est visible qae nalle relation algöbriqae ne poarra «üster entre x, ff, u, 
ees H transcendantes, et d'aulre traascendantes dWdre inferieur, quelles 
qa^elles soient. Cette relation en effet foarnirait la valeur d'ane de ces 
transcendantes, exprimee algebriqaeaient en fonction des aotres^ et per^ 

mettrait par consequent, en porlant cette valeur dans celle de /Pdx, de 
diminuer le nombre m d'une unite, ce qui est inipossible. Cela posö, ob 
voit que les transcendantes de m'*"**^ espece jouissent ici de toutes les pro« 
prietes dont joaissaient, dans le No. precedent, les transcendantes de pre« 
miere espece, en sorte que, par des raisonnements semblables a ceux da 
No. IV., on peut prouver; 

f. que la valeur de /Pdx ne contient aucune exponentielle de ai*^'"^ espece; 

2^ que les logarilhroes de m'^""* espece. qui s'y trouvent, n'y peuvent 
entrer que sous forme lineaire et avec des coöfficients constants. 
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Par eonsequent la valeor de /Päx peat Mre ierite ainsi: 

JPdx = T+A\ogU+B\ogV+'-+C\ogW, 

T, V^ V, .... W designant des foDclions Iranscendantes d'espeee inferieore 

a la lfl''"'^ 

Mainteoant) pour atteindre notre bal, il soffit de faire voir que nolla 
des foDClioDS U, Y, . . . . W ne peot appartenir i la (m— l)'^"" espece; car 

il an rtaoltera, comme eonseqoence immediate, qae la valenr de iVdm 

B^appartienl pas a la m'^"^ espece, contradictoirement a notre bypothese. 

Or, qaelles que soient les Iransceadantes monomes de (m— l}^'** 
espice coatenues dans Ty Vy F^ . . . . Wj je puls toojoara admeltre qa^elles 
ont ^te redoiles an pIns petit nombre possible, en sorte que nulle re- 
lation algebrique ne puisse exister entr'elles et des Iranscendantes d^ordre 
inferieur. 

Cela pose, je dis d'abord qoe les fonclions T^ Vy Vy .... Wne pen- 
▼ent renfermer aueune exponentielle de la forme e^^ u elant de (m — 2)*"^"** 
espece. En effet s'II y a une teile exponentielle (seule on avec d'autres) 
designons la par $; et pour la meltre en evidence, posons: 

fPdX = r{Xyyy%y$) 

en remplafant, pour abreger, par fix, ff, 9^0} la quantite 

r+^logü+ÄlogK+—+Clof IT. 
La fonction f(x, ff, », B) n'est point algöbrique par rapport a tf et aux autres 
transcendantes de (m-iy'^'"*' espece que renferment T,ü, Y, .... W; mais 
en differenctant regalili pr^cedente et observant que dy — pdx, ä^^qdx, 
oa tronvera: 

et il est visible (a cause des coifficients conslanfs Ä, B, .... C donl les 
logarithmes log ü, logY, ... . log W sont affectes dans la fonction f{x, y, z, 0)) 
qna eette iquation nouvelle contiendra algöbriquenient toutes les transcen- 
dantes dont il s^agit, transcendantes entre lesquelles il ne peut exister ce« 
pendant aueune relation de la forme citöe. De la, par un raisonnemeni 
semblable a celui da No. IV., on condura que requalion doit subsister en 
rempla^ant, dans son second membre, par fi0, u elant un nombre consfant 
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qoelconque. Si 1 on effecUie cette sobstitution, qu'on igale ia noiivelle valeur 
de P a Pancienne, puis qa^on integre, il viendra: 

Soienl g, h, a les valeurs respeciives 6e if, js, $ pour a^^b. En deter- 
ininanl Ia conslante arbiiraire C ä Taide da ces valeors particulieres^ 
on aura: 

Je diflfereucie celte equalion par rapport ä ju et je pose fj^^l apres Ia 
diiferenciaUon, ce qui me donne 

D'apres Ia Torroe de Ia fonction f, requation qne je viena d^ecrire contient 
algebriquement Ia transcendante et lea autrea Iranscendantea de (m—i)^^^ 
espece renfermees dans T^ U, V, .... W^ ee qui permet de remplacer 
par une lettre ind^terminee i et fbamit Tegalit^ 

/7^ flff « ^^ » ^A1(^ 9p *> ^) 

Je mulUpiie les deox membres par ifc'^ et, apres les avoir Integres, Je di- 
termine Ia conslante arbitraire i Taide d*une valeor partieoliere t == i^ priaa 
a volonte. Cela me donne: 

A«, 9, », i) = «A'(*,y, *, a)(Iog*-log%,)+A^, 9, a, *,)• 
Observant done qne • est arbitraire, je fais tse^stf; le preaiier membre 

devient fPdx et j^obtiens: 

fPdx ^ af:{b,8,h,aKu^logiHn^s9,hio)^ 
equation dont le seeond membre ne contient pas l^ezponentielle $ qn'on 
sopposait devoir entrer dans l^expression Ae/Pdx. Le nombre des trans- 

eendantes monomes, de (m— 1)'^"'' espece, contenaes dans T, ü^ V, W, 

se trouve ainsi diminne d'nne uniti; ce qai est absurde. U est rigoureusement 
prottve par U que les fonctions T, U, V, .... FT ne peuvent conlenir aucuue 
ezponentielle de (w—l )'*""• espece. 

Si donc on persiste & soutenir que Ia valeur de jPdx est une trans- 
cendante de m'^"*^ espece ^ on sera oblige de pretendre que les fonctions 
U, Vf . . . , W contiennent un ou plusieurs logarithmes de (m—l)'^'** espece, 
ce dont je vais montrer l'impossibilite. En effet soil^ par exemple, B ^ logm 
un de ces logarithmes, tr etanl une fonction de (m — d)'^*"* espece; et, pour 
le mettre en ^vidence, posons 
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Tdx = fix, y, «, ef) 

an designant, ponr abreger, par fiXyjf^z.O) la quantile 

r+i4Iogt/+ßlüg F+. .-h Clog »V. 
La fonclion f(x, y, 9, 0) n'est point algebrique par rapport ä 0; mais sa 
differentielle est evidemmenl algebrique par rapport a cetle quantite. De plus 
on peut supposer que le nombre tolal des logarilhmes semblables a 0, c^est- 
a-dire de (m— ly^"*** espece, entraiit dans les fonctions T^ V, Y, .. , . W s^ 
trouve riduit a son minimnm, en sorte qn^il ne poisse exisler aucune relation 
algöbrique enlre ces logarilhmes, les variables Xy y, z, el des traascendantes, 
qoelles qa'elles soient, d'espece inferieure a la (m— l)'^*"*. Cela pose, en 
differenciant reqaation 

Pdx ^ fix, y, 9,0) 

et observant qae dy ^pdx, dz = qdx, on a: 

P = f:{x,y,z,0)+pf;{x,y,z,e)+qr;{x,y,z,e) 
, 1 -., , £^fdu , du ^ du\ 

Gelte equation elanl algebrique par rapport a et aux aufres logarilhmes de 
(m— iy^**espece, ne cessera pas d^exisler si Ton remplace, dans lesecond membre, 
$ par u + Oy 1^1 ötant une constante inditerminee. Faisant cetle Substitution, ^galant 
enlr'elles les deux valeurs de P ainsi oblenues, puis integrant, il vlent 

A^^ Vi ^y ." ^) = fi^9 y^h^^ Constante. 
Soienl g^ k, a les valeurs respectives de y, s, $ pour x^ b: en deterroi- 
nant la constante a Taide de ces valeurs^ nous aureus : 

fi^.yy'i.^ + O) = fi,x,yyZ,e)+f{b,g,k,u^a)-f{b,g,h,a). 
Je differencie par rapport ä u et je pose ensuite ^ = 0, ce qui me donne : 

Cetle equation est, comme on peut aisemenl s'en assurer, algebrique par 
rapport a tf et aux autres logarilhmes de (m— 1)*^"** espece, doü resulle, par 
le raisonnement dejä repete plusieurs fois, qu'on peut y mettre au lieu de 
une lettre indeterminee t. On a donc: 

Multipliant par di et integrant, puis determinant la constante a Taide d'un'e 
valeur parliculiere i^^ii^ on oblient: 

A«5 Vf *. «) = /■« (^ 9^ A> fl) Ci - «0) +/'(ar, jf, », io) ; 
donc i = = Iogt^5 il vienl 
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y?dx - /i(6,y,*,a)(lopff-i,)+A^,y,«,ii). 
Celle 6|;alite lioDS prooYe qoe le logarilbme de (m— 1)^"^ espece, lof«^ 
ne peul enirer dans la valeor de jfdm qae Booa forme lineaire et arec 
un coifficieot constaot. Done il ne peul paa Mre coDtenu daoa les foDO- 
Ilona Vj V — W qui sont affeclees de signea logarithmiqoea. Celle derniere 
proposilion est precisement celle qai noas restait k elabllr ponr monlrer qae 
la valeur de JPdx ne peot Jamals £tre une fonction Iranscendante de wl*^ 
et pece, m elani > 1 • Ainsi la seconde parlie de notre tbeoriroe esl devenne 
Inconleslable : el ce Ibeoröme Ini-möme esl rigonreasemenl demontre. 

VI. 

Jusqu'ici les foncllons p^ q, P onl etö regardöes comme des foncliona 
algebriques quelconqoes x, y, a; mala si elles sont en oatre ralionnelles par 
rapporl a ces variables, notre Ibeorime sera snsceplible d^an ^nonce pliia 
eliganl qoe voici. 

Th^ordme. Sait P une foneUam roHimmeUe de la variable mdepem-' 
dornte x el det deux quaatiUi ff, a determmee$ par deux iquations diferemtieUee 
de la forme dy ^pdx, d% == qdx, p et q itamt amri det fonctiom rationaeUee 
de X, ff, s: si la valeor de JPdx e$l une fonction finie de x, g, », an powrra 
toujoore po$er 

t+Alogu+Blogv-Y'^^ + Clogw, 

Um fonetions t, u, e, .... w itamt non seulement algibriques, matt eneore 

rationnellei par rapport ä x, ff, ib, et A, B, . . . . C dengnant de$ comtantee. 

La dimonstralion de ce Iheordme (celoi da No. III. ilant admis) est 

enliirement semblable a celle qo*on troa?e exposee dans an Memoire d'i46e^ 

poar ilablir une verite> do m£me genre. Voyei le Joornal de Mr. Orette, 

Tome IV. page 260. Poar abrigeri je me dispenserai de la rapporter id. 

Je vais maintenant präsenter qaelqaes applicatlons asses r<^marqaables de noa 

Ibeorömes. 

VII. 

Soll Tintigrale /e'^ffdx dans laqnelle jf disigne une fonction alge- 

brique quelconqne de x. Je me propoae de donner une mölbode cer- 

taine pour Irouver la valeur de celle integrale tooles les fois qu^elle 

est exprimable par une fonction finie de x, ou, ce qui est la möme 

chose^ par une fonclion finie de x, y, et e', et, dans le cas conlndre. 
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poor eR demontrer rimpossibilite soos la forme citee. D'abord j^observe 
qae la fonction y peat toujours itre regardee comme la raeine d'ane eqaa- 
tion algebriqae de la forme: 

Q, R, S, T etant des fonctions ratioaneiles de x. On tire de la, en 

differenciaat, nne eqaalion de la forme -^='P9 p ^l^t ane fonction ration- 

nalle de x ei jf . Si de plna on pose e" = i»j on aora ^ =^ ' ^ ^n sorte 

qae ^ aera aussi ane fonction rationnelle de %. Par conaeqnent si vona 

faitea P = e'y = ya^ V\n\egnle /pdx, egale a f&'ffdxel ä /jf^äx, aalisfera 
anz conditions exigees dans Tenonce du theoröme precedent (voyei No. VI.). 

DoDc si rintegrale /efffdx est exprimable en qnantites finies, sa valenr sera 

neceaaairement de la forme t+Alogu^-Bloge+^^^^ + Clogw; t, u, v^ .... w 
etant des fonctions ratioaneiles de x, y et de a oo e'. En faisant, ponr plas 
de simplicite 

/4-i41ogii+Äloge + ---+Clogip = f{x^y,z) 
les dirivees /"j {Xy y^ a), /,' (x, ff, z\ fl {x, y, a) seront des fonctions algebriqnes 
rationaeUes de x, y, a. En ontre on aora: 

JyBdx = r{x,y,z) 

et parceqne dy=päx, d%^%dx, U vjendra en differenciant ; 

y a = /:; {x, y, a) +pf;, {x, y, z)+zfl{x, y, »). 
Cette eqnation est alg^brique par rapport aux qnantites Xy y, z: il resnlle 
de lä qu*elle ne doit contenir a qo^en apparence, et qa'elle doit rester sa* 
tisfaite si Ton remplace », soit par une aulre fonction de x tont a fait 
ari>itraire, soit par une simple lettre indeterminee. Sans cela en effet Tex- 
ponentielle a = e' serait exprimable algebriquement en fonction de x, ce 
qui est impossible. Soit donc // une conslante indeterminee quelconque, et 
on aura aussi 

En combinant cette eqnation avec la precedente, on en tire aisement: 

fi^ytfyl^*) = .a/(x,y, a) + Constante. 
8oient y^h, a = c les valeurs de y et a pour x = a. En determinant la 
eonstante arbitraire, a Taide de ces valeurs particulieres, il viendra: 

f{Xy y.fii) = tifix V. a) + /(a, 6, fie)-/Af(a, b, c). 

Cratte'i JoariMl d. M Bd. XIII. Hft. 2. 15 
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Je diff^rencie catle egalite par rapport ä u^ aprea qoci je pose /u « 1, 
ce qui me donne: 

00) plus simplement: 

Mf;{x, y, %) = f{xy y, Ä)+lf, 

en posant cf' {a,byC)'-'f{a,b,c)^K. On lire de la: 

fi^, y, *) = »f: (^5 »5 «) ~ A'; 

dooc, puisqoe la deriv6e ftix,y,s) est algebrique et rationnelle par rap- 
port a X, y, Zy il en sera de mdme de la fonclion primitive fix^ y, &) ^gale 
ä Id'ydx. 

Acinellement TegoatioD: 

elant algebrique par rapport a x^ y, z^ on peut, d'apres ce qu'on a vn plns 
haut, remplacer ^ par une lettre indelerminee i^ ce qui donne: 

En int^grant par rapport ä t cetle equation diiTerentielle, et d^terminant la 
constante arbilraire ä Taide d'une valeur particuiiere i'=«u, on trouve: 

Cette derniere egalite subsiste quel qne soft f , et on est mattre d^ poser 
fse*^ auquel cas le premier membre colncide avec la valeur de fe'ydx. 

Donc si Tintegrale fefydx est expriniable sous forme finie, on aura: 

c^eat-a-dire que cette integrale sera toujours de la forme: 

/^y''^ = ^1^+ Conslanle, 

y(x^jf), F(x,y) etant deux fonctions entieres de x et y. 

Arrive a ce point; si Ton observe que les deux quantites y eX x 
sont liees entr'elles par Tequation 

on tirera des principes elementaires de Talgebre la double conclusion que voici: 

1^ quil existe toujours un facteur rationnel rp{x,y) entier par rapport 

a y et tel que le produit F(^^ y) . vm>^ y) se reduise ä une simple 

fonction rationnelle de x, independante de y; en sorle que la valeur de 

fe'yäx, savoir 
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prat toujoare dlre mise soas une forme entiere par rapport a y^ et qu'il 
est permis de poser en conseqaence: 

ef'ffdx = e*(a+/3y+yy'+-"-)+ Conslante. 

^9 ßi 7f • • • • ^M^o^ '^^ fonctions rationnelles de x; 
y. qu^OD pent eosaile, a Taide de requation (^4.), elimiaer de la valeor 
de Botre integrale toutes les puissances de y doat Tindice esi >H—i^ 
ce ^oi la redoit a la forme: 

efydx ^ e'(«+/^jf+yy^+'*"+Ay***)+ Conslante, 

laqoelle s^accorde parfaitement avec le Iheordme enonce a la fin de 

mon second memoire sur la d^terninalion des integrales de valear 

algöbriqne. 

Mainlenant il est aise de diterminer les inconnues, a, fl, y^ .... X 

qui doivent £lre des fonctions rationnelles de x, oa aa moins d'en prouver 

rimpossibilitd sons la forme eile, ce qui entrainera Timpossibilite de Tintegrale 

eUe-m^me en qnantites finies. Ponr cela je differencie reqaation precedente, 

ee qu me donne 

ito dß ^dy «^1 ik 

L'eqaation (A.) diSerenciee foarnit d'antre pari: 

» 1 ^<? 1 ^^1 ^* _L ^ "^S ^dT 

ds ^y*"* + («—!)»"-*<? H hS 

Gette valenr elant rationnelle en x et y peot ötre mise sous nne forme 
estiere par rapport a 9, en muitiptiant par an facleor conTenable les detix. 
iermes de la fonction. Cela fait. si Ton efTectue ensoite le prodnit 

et 51 Ton en cbasse, aa moyen de Tequation {A.\ toutes les puissances de y 
donl rindiee est =^ 1» ou >> «^ on donnera evidemment a ce prodnit la forme : 

^+J5y + CyH-- + ^y"-S 
A, B, C^ . . . E elant des fonctions rationnelles ie x, 0, y, . . . . l lineai- 

res par rapport aux incounues ß, y, .... ^. 

15* 



Vwfris cda, Te^aatkNi (0.) peat Mre eerite tmn: 



= .+« +ß \ +9 +A I 

+ ^ +Ä i +C +E i 

-/ ^ 

doae OB so|^se, ce qai est penais, Te^iMlM« {A.) im^acdUe, ob 
clara ie \i: 

^+a+A = 0, 
^ + ß+B-i = 0, 

car a les coifficieDts des dWenes paissances de y a^eltteol pas mIs 
parcBeat, f serait radae d^aae eqaalioa de defi« s— 1, oe ^ ae se peat, 
Te^atioa {A.) etaat irredactible. 

A presMt les e^natioBs (C) sont m noBbre • efd a mM das n« 

cMsaes ^, ß, y, l; et ces deraieres dohreiit a^mr des Talevs nlkNH- 

■eiles ea x^ si rintegrale /e^ycTx est ezfriandile aoiis focse tue. Toat 
se redait doac a i^wdier m ces efutkms peareat oa aoa Mra satisCnles 

par des valears ralioiuielles ie a^ ß, y, i, proUtee qa^oa rraarira 

toajoars a resoadre par les aietfcodes ^e j*ai doaaees daas le 22'*^ aiütt 
da joanial de TEcole polytechaifae, pais^e ces iqaatioas soM tiaeaires et a 
coefficieats rationoels. Or ce probltee aae fois resda, oa poasMera toat 
ce ^H est possiUe de savoir relativeaieBt a llategratioB de b fonnda 
fifereatieUe e'ydbr. £a effet, oa Tob obtieadra paar ^^ ß^ f, •••• ^ das 
▼alears ooavenaUes rt oa aara 

J^9^ = «•(«+/?f+rf'+-+iy^*)+ Coastaate, 

oa Toa deaKMitrera qae oes yalears a^azbteat pas, d*oa resaltan n^paa- 
siliilite d^expriser /e'ydbr^ soas fonae fiaie, par aaaua ooaükiaaisoa, faaUa 
fa^elle soft, des sifaes alfehri^es (explidtes oa inpUciles) avec les sigaes 
propres aax operatHHis ezpoaeatielles fA logarithaiifaea. Aiasi, par «ae 
sethode tres directe, so troare risola le proUdaie de llatefrataaa pa«r k 
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foraiQle differenUelle e'ydx^ et il est di^e de remarque qo'on sott moins 

eviDCÖ per rapport a la simple differentielle alg^brique tfibp, laquelle paratt 
plos difficile a traiter que la precedente, qaoiqu^elle sott d'on ordre 



VIII. 

9 dont 

les Geometres se sont beancoup occapes, est impossible mub forme finie, ce 
qui s'accorde avec le theor^me enoDCÖ dans le 22'^"* cahier du jöamal de 
TEeole polytechnique. J'ai dit aasai dans le Journal cite, qne les mdmes 
priadpes servaient a demontrer rimpossibilitö de Hntögrale definie: 

y'** Binaxäx 

consid^ree comme fonclion de la variable positive x. En effet si Ton pose: 

y** sinoxdx 

on anra: 

j^aation dont riotigrale est de la forme: 

, ^tatt ane 
fonction inie, il fandrait que la quantitö 

J X J X 

fot nne fonction finie L. Mais en posant 
et diff^renciant on a: 

•/ X J X dx 

Or en combinant ces deux egalites, il vient: 

/ e'dx _ ^(dL .\ 
"IT - '2\d^'^^h 

—^ serait nne fonction finie de rr, ce qoi n'a pas 
Ben. Donc Tintegrale /^^ . , est impossible sons forme finie. 
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IX. 
A Taide de nos netliodes^ on i&tegr^ encore (tontes las fois que eahi 
est pe99tble soos forme finte) la Fonction franscendaiite trea i^nerale 

dans laquelle P^ Q, .... R designent des fonctions aig^rique^ prises a 
TOlonte, e\ oü p^ q, . . . . r represenleat des fonctions aigebriques qoelconques 
aaas&i ponrvv qa'elles ne ae reduUant pas a de simples consiaiiles. 

D^abord il n^y a aocuae difficalle dans cette extensioAn si ie fonctiiNi 
mja^om vert integrer ne ae ooropose que d'aa seut terme Pe^dx; car, po«r 

ramener la recherche de Tlntegrale fP^ix a celle d^aae integrale de la 
forme ße'ydx. il soffit de cbanger de variable independante et de prendre 

po«^ cette Tariable indepeadaiite p au liea de x. 

MainienanI je vais snpposer qne la fonction ä integrer sc compose de 
deax termes ei qu'elle soit de la forme 

{Pe^-^Qe^)dx. 
Ce fue noas allons dire snr cet exempie saffira pour bien faire comprendre 
qaelle marcbe on devra snivre« si )e nombre des termes est plns caiinderaUe. 

Soit donc propose de troover, lorsque cela est possible en tera»es 
finia, la valenr de rintögrale 

\Pe'+pe^)rfa?. 

U est visible d^ifbord qn'on pent faire abatraction du cas particvUer o» I& 
diference des denx fonclions p et g se r^doirait a une conslanie k. Es äffet 
si Ton avait q = p+kj on aorait anssi: 

et en posant P+Qe^ =: R, oti n^aurait plus s integrer que la fonction 
differentielle Re^dx, semblable a celle dont il a ete question ea tMe 
de ce No. 

Ce cas particulier etant exclu ainsi que ceiai ou Ton aurait p--mq 
^ky m et k etant des constantea (duqoei on s^ocenpera tont a rheiire), je 
vaia pronver que nnlle relation algebrique ne peut exister entre les trois 
fuantites x, e% ^j ou, en d'autres termes, que Ton ne peut jamais avoir, 
eotre cas trois fonetioas de x^ une egatite, quelle qu*elle soit« de la forme 

la caracleristiqne f denotant une fonction algebrique. En effet^ en indiqnim 
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par la caractöristiqoe nouvelie ^ nne aatre fonclion algebrique, el risoWant 
requation par rapport a e^ on obdendrait ponr cette exponenüelle nne valear 
de la forme 

Pour abreger^ posons e^ — 6; ü noas viendra 

Differenciant et posaiit pour simplifier dp^p'dx^ dq=^q'dx^ on a donc: 

d*ou Ton coDclut: 

^ 9(x, 0) 

Mais cette equation, dans laqaelie e'' n'entre plus^ est algebrique par rapport 
a o* et $: il resulte de la qu^elle ne doil contenir 6 qu'en apparence, et 
qu^elle doit subsisler abslraction faite de la vaieur de d, c'esl-a-dire qu'elle 
subsisterait encore si Ton y reiDpla9ait 8 par une autre fonetion de x tont a 
fait arbitraire: sans cela en effet on pourrait la resoudre par rapport a et 
la vaieur qu'on en deduirait pour cette exponentielle serait une fonetion 
algebrique de x, chose impossible. Si donc on designe par a une conslante 
indeterminee, on pourra ecrire fiB au Heu de $; ce qui donne 

Egalant celte vaieur de p' a la precedente, puis integrant et determinant la 
constante arbitraire au moyen d'une vaieur particuÜere x = b a laquelte 
repond O^a. on trouve: 

(p{x,fiO)(p{b,a) = (p{x,6f)<p{b,ua). 
Maintenant je differencie les deux membres par rapport a £i^ apres quoi je 
pose .a:= 1: cela me fournit: 

^yi (.^y 0) <p {b, a) = aipa {b, d) (f {x, 0), 
Mais cette öquation , dans laquelle entre une seule exponentielle 0, est al- 
gebrique par rapport ä x el $: donc eile doit ötre idenfique par rapport a 
cette exponentielle, qu'on peut en consequence remplacer par une lettre 
indeterminee i, sans troubler Tegalite. Or en multipliant par di et integrant 
requation 

qi'i(x,i) a(f!a(b,a) 

9(x,t) i(p(b,a) ' 

a laquelle ce raisonnement conduit, et designant par i, une vaieur parti- 
ctiliere de t qui servira a determiner la constante arbitraire, on obtient 
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«fficolte 

egtlite oa Ton a fait, poor abreger, ^^^^^ = «»- Cette egalfte siM- 

atast qnel qae sott t^ je pose i = 0^e^^ et observaiit ^ae vi^,^^^, 
je troore: 

•r ' 

c*eat-a-dire: 

Or p—mg est par hypothese one veri table foaction de jr qoi oe ae re- 
Mt paa a aae sinple coostaate. Donc Te^atioa ^ve ooos vesoas d*e- 
crire, et ov <p{x,i^ eat algebrifae, doit ötre regardee comme inpoesftle 
(No. IL). Aiasi en adnettant qall paisse exister entre e' et ef «ae rela- 
Hoa alfebriqae, on tombe dans aae absardite: doac aae teile relatioa ae 
pe«t pas axialer. 

Ces preliflÜBaires etablis, repreaoas Tiategrale 

jflPe'+Qe/^dx. 
Em posaat ^=^ff, e^ = M, eile devieadra: 

AP9+Q^)äx; 

db dk 

et OS aara, ^=^p'ff$ ^r ^^^^ ^ ^^" coatiaae ä twin dp=p'äx, dq^im. 
La ^aatite qa^cm veat iategrer est a preseat foaetkm alfebriqae de x, ff, %, 
et ces deax demieres qaaatites soat foaraies par des e^atioas differestiaOes 
da preaiier ordre. Doac le tbeor^ne foadaneatal da No. III. est applicable 
a aotre iategrale, ea sorle fae si la valeor est exprinaUe ea teraies inies, 
oa poarra lai doaaer la forse 

/(^f+^*)*p == #+i4loj»+Blogr + -- +Clofir, 

Ay By C elaat des coastaotes. et /^ «, a, w des foadioaa alge- 

brifaes de Xy fy a. Poar abreger, je represeate le secoad aMabre par 
9{Xygy%). La foacdos tpixygyi) ntsX pas algebriqae ea Xy fy a; auns sa 
dilereatieUe Test aecessaireBieBt. Cela pose, ea differeaciaat fefaatioa: 

je troaTo: 

Or celte ofMitioB aooTelle est algebrifae par rapporl a Xy f^ m; oI 
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teile relalion entre ces quantites a ete demonlree impossible quelques lignes 
plus haut. DoDc noire equation doit etre identique^ c'est-a-dire quelle sub* 
sistera encore si Ton remplace y par fiy, u etant une constaote quelconque. 
Od a doüc: 

d^ou Ton deduira, abstracUon faite de ia conslanle arbitraire: 

^iJPydx+JQzdx = <p(x,/uy,i), 

En joignant cette egalite a Tautre: 

JPydx\rjQ%dx = <y*(a:,y, ä), 
on en deduira: 

J^ f* — 1 

Donc les valeurs de fPydx et de jQ^dx sönl, chacune en par- 
ticulier, exprimables sous forme finie, si Tintegrale composee de leur somme 
est elle-möme exprimable sous cette forme. 

La conciusion ä laquelle nous venons d'arriver ne cessera pas möme 
d*Mre exacte dans le cas particulier exciu jusqu'ici, c'est-ä-dlre dans le cas 
parücnlier oü Ton aurait /7 = iii9 + ft9 m et Ar etant des constantes dont la 
prämiere n'est point egale ä Tunite. 

En effet si l'on conlinue a poser e^^y^ e^ = J5, on verra, comme 
ci-dessus que Tintegrale jlPe^^Qe^^dx ou f(JPy + Qi)dx (si eile est ex- 
primable en quantites finies) peut dtre mise sous la forme: 

/{Py+Qi)äx = (p{x,y,s\ 

(p (x, y, z) etant la representation abregee d'uae fonction de la forme 

f + illogti+ filogo-t hClogtr. En differenciant on aura comme pre- 

cedemmenl : 

Py + Q^-vU^yyy^)-py%{^,y,^)-qiV.i^,y,^) = 0. 

Cette equation est algebrique par rapport h x^ y, s: si donc on se rappelle 
qu'on a: » = e', et y = 6'' = e^e*"^, on verra qu'il est toujours facile de lui 

donner la forme: 

Le^^^ + Me^ + '-' + NeT^^ = T, 

Ly M, . . . . N, T etant des fonctions algebriques de a:, et a, /?, .... y* 
designanl certains nombres connus. Or on a vu (No. IL) qu^une teile 
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equalion est impossible a moins qu^on n'ait: £ = 0, ^ = 0^ ....iV=0, 
7=0; c'est-a-dire a moins qu'elle ne soll identique par rapport a e*. II 
resolte de la que requalion: 

doit aussi dtre identique par rapport ä 6^. Cela pose, seit u nne constante 
qaelconque. En changeant e'' en fie% ce qui Iransforme ss en fis et y en 
f^*"y, le Premier membre ne cessera pas d'ötre egal a zero, ce qoi exige 
(comme on le voit sans peine) qu'on puisse Taire le mdme changement dana 
Tequation integrale 

J[Py + Qi)dx = (p{x,yyi). 

Ainsi, abstraction faile de la constante arbitraire, on a aussi: 

y{Pfi'''y + Quz)dx = (p{x,u'^y,!iiz). 

De ces deux equations Ton Ure: 

d'oQ Tod conclut que les deux valeors de fPydx et /Q^dx doivent, chacnne 

en particulier, £tre exprimables sous forme finie. 

II resulte de cetle discussion que, pour integrer la formule differentielle 

{Pe^'tQe9)dx, 
en quantiles finies, 11 faut chercher successivement les valeurs des deux 

integrales jPe^dx^ IQe'^dx, ce qui est facile pur la methode du No. VII.; 

si Tune de ces integrales est impossible ou si loutes les deux le sont, il en 
sera de möme de Tintegrale demandee. La methode que nous venons d'ex- 
poser sur up exemple s^etend evidemment ä ia formule differentielle 

quel que seit Je nombre des termes irreduclibles qui la composent, ce qui 
conslitue peut-ötre le resultat le plus göneral qu^on ait obtenu jusqu^anjourdhui 
dans cette partie de TAnalyse qui traite de Tintegration des fonctions d^oine 
seule variable. 
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6. 

Die Sfttze von Fourier und 8 türm zur Theorie 

der algebraischen Gleichungen. 



JLIer Fouriersche Satz findet sich, unter andern, in der Schrift seines 
Urhebers ^^ Analyse des equations determinees pflr Fourier, prent* pari. 
Ue. prem.^^ Den zweiten Satz hat sein Erfinder Sturm (aus Genf, jetzt 
zu Paris), in einer der Pariser Akademie der Wiss. am 23. Mai 1829 vor- 
gelesenen Abhandlung vorgetragen, ihn auch im 11. Bande des Bulletin des 
sciences ntath., phys, et chim, von Ferussac S. 419 etc. (ohne Beweis) mit- 
getlieilt. Einen Beweis des Satzes hat v. Etlinghausen im Jahre 1830, 
im 7. Bande der Wiener Zeitschrift für Math, und Phys. S. 444 etc. geliefert. 
Ob die Original-Abhandlung von Sturm gedruckt worden, ist dem Heraus- 
geber des gegenwartigen Journals nicht bekannt. 

Dafs nun der Herausgeber die beiden bereits gedruckten Sfitze hier 
reproducirt: davon ist ihm die Erwägung Anlafs, dafs eines Theiis die 
beiden Sätze, obgleich fQr die Theorie der Gleichungen ungemein wichtig, 
noch wenig allgemein bekannt sind, und dafs, andern Theiis, wie es 
scheint, ihre Beweise noch schärfer und klarer sich aussprechen lassen, 
als es, so viel dem Herausgeber bewufst, bis jetzt geschehen. Er wird 
sich, indem er die Satze hier vorbringt, zugleich bemflhen, die Beweise der- 
selben in dem Maafse elementar und deutlich zu geben, wie es billigerweise 
wird geschehen müssen, wenn sie, wie zu bofTen und zu wünschen, in die 
Lehrbücher übergehen. 

Dergleichen Reproductionen schon gedruckter, aber weniger bekannter, 
mathematischer Sätze liegen übrigens in dem Plane des Journals (man sehe 
die Vorrede zum 1. Bande, S. 3.), und der Herausgeber wird sich aufser- 
dem über ihre Nützlichkeit gelegentlich ausführlich äufsern. Er glaubt daher,, 
nicht allein das Journal wegen der gegenwartigen Mittheilung, und wegen 
ähnlicher, die er, oder Andere, sich etwa erlauben möchten, gerechtfertigt 
halten, sondern auch hoffen zu dürfen, dafs dergleichen Miltheilungen den- 
jenigen Lesern des Journals, die dasselbe bei ihrem Studio der Mathematik, 
benalsen wollen, angenehm sein werden. 
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I. Der Fouriersche Satz. 

1. 
Es sei m eine beliebige ganze, positive Zahl nnd 

LFx= y = aj"*+Pi«'""'+pja;'"-'4pjaj"'~' !-/>„,• so, dafs 

dy = «a?"'-'+(m-l);»,x"-''+(»-2)p,x"'-'-.. •+/>,_!, 

5'y = m(fi»-l)a;"-M-(m-l)(m-2)pia!'"-^-..+p^„ 
1. ( 

ö"-»y = i»(»i-l)....3x'+(»»-l)(«i-2)....2|>,a;+/j„ 

Ö"-^y = OT(m-l)....2aj+p,, 

ö^y =m(»i-l)....l. 
Bezeichnet man die Coefficienten eines beliebigen dieser AosdrOcke, 
z. B. die Coöfficienten von d'y, in so fern sie nur von m und absolalen 
Zahlen abhängen, durch /<, //|, //}, . . . ., so, dafs 

ist, so kann man auch schreiben: 

3. e^y = x--'{^ + ^+f^-.-J^). 

In diesem Aasdrucke yerschwinden, wenn x = ±oo ist, innerhalb der 
Klammern alle Glieder, bis auf /i; also reducirl sich d*y, fflr rr:^+oo, auf 
fix"'"'', und folglich ist, für .t= +oo, 

4. s^y = (+oc)'»~^ 

Also ist 

!rflr x = +oo, S'^y = +00 für alle », von ii = m bis « = 0, 

•^ ^. (+» fflr ii=:m. m— 2, m— 4, m— 6, .... 

fflr 0? == — oc, ö y = { 

f— oo fflr i!i = m— 1, m— 3, m — 5, ..•. 

Ferner ist fflr rc = 0, vermöge (1 .). 

Werden nun ferner die Werthe der Gröfsen jf, dy^ 8^y, ö*jf, 

fflr irgend einen Werth c von x, durch 

7. yc, %, ö'jfc, .... d'^yc 
bezeichnet, und man begreift unter dem Zeichen 

Ux) die Reihe der Gröfeen ö~y, ö*"'y, d'^'^y, y im allgemeinen^ 

8. I und unter dem Zeichen 

((c) die Reihe der Gröfsen o'^y^y d^^'y,, ö^^^'^c, ... »: 
so folgt aus (5.), dafs 
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f — + • • • ± + 

die Reibe (-oc), oder ß-y.., 5""'^.«, r)'»~'y>„ ... dy^, y.,, 

die darflber stehenden Zeichen, also lauter Zeicbenwechsel^ 

+ -r + .... 4- 4- 

9, -die Reihe ( + <x^), oder 5"*y+«, 5"""'^^«, cl^^'y^^, oy+., y..;«. 

die darüber stehenden Zeichen^ also lauter Zeichenfolgen: 
aus (6.) aber, dafs 
die Reihe (0), oder o'"y,„ ^'''''yo, 9'"" 'yo^ • • • • 5yo, y©^ 
die Zeichen der Coerficienten 1, //,, p^, - - - Pm 
hat, so, dafs die Reihe (+^) immer m Zeichenfolgen mehr hat, als die 
Reihe (—^x). 

2. 

Der Carlesische Satz von den algebraischen Gleichungen lehrt, dafs 
die Gleichung 

10. y = x'^+p.x'"-' +P2X'-^— +p,. = 
nicht mehr reelle negative Wureeln haben kann, als sich Folgen in den 
Zeichen der Co£ffieienten befinden, mithin, weil die Reibe (— <x>) (9.) lauter 
Zeichenwechsel, die Reihe (0) dagegen die Zeichen der Cogfficienten seibat 
hat, nicht mehr reelle negative Wurzeln, als von (— oo) bis (0) Zeichen* 
Wechsel in Zeichenfolgen übergegangen sind; und, ähnlicher Weise: dafs die 
Gleichung nicht mehr reeite positive Wurzeln haben kann, als sich Wechsel 
in den Zeichen der Coefficienten befinden, mithin, weil die Reihe (+x>) 
lauter Zeichenfolgen hat, nicht mehr reelle Wurzeln, als von (+<») bis (0) 
Zeichenfolgen in Zeichen Wechsel übergehen, oder als die Reihe (4-^) Zeichen- 
folgen mehr hat, als die Reihe (0). 

Der Fouriersche Satz erweitert dieses Kennzeichen der Grenze 
der Zahl der reellen Wurzeln einer Gleichung y ^ in Beziehung auf die 
Werthe von x, zwischen welchen sie liegen können. Er beschränkt sich 
nicht blofs auf die beiden Werlhen-Paare - v, und 0, ^-'X) von x, son- 
dern lehrt, dafs allgemein, zwischen einem beliebigen Werlhen-Paare 
a und b von Xy wo b ;> a. nicht mehr reelle Wurzeln der Gleichung 
y=^0 liegen können, als die Reihe (a) Zeichen Wechsel mehr hat als die 
Reihe (6). Auch liefert er zugleich Kennzeichen der Existenz imaginairer 
Wurzeln. 

Der Beweis des Satzes, verbunden mit den Kennzeichen der imaginairen 
Wurzeln, ist im Folgenden enthalten. 



122 6. Die Salze von Fourier und Sturm zur Theorie der algebraischen Gleichungen. 

3. 

Wenn die Werthe eines Polynoms fx, welches ^ wie oben das 
Polynom (Ty, nur Potenzen von x mit ganzzahligen, posilieen Exponenten 
enthält, für irgend, zwei reelle Werthe a und b ron x entgegengesetzte 
Zeichen haben: so mufs, während x eon a bis b stetig wächst, und also 
der Werlh ro» fx, mit x zugleich, stetig sich verändert, dieser Werth 
eon fx wenigstens einmal durch Null gehen, und es mufs dahsr wenigstens 
einen ^ zwischen a und b liegenden, reellen Werth von x geben, für welchen 
fx = ist. 

Dieser Satz wird, wie bekannt, auf verschiedene Arten bewiesen; auch 
ohne denjenigen, dafs fx immer als ein Product einfacher Factoren zu be- 
trachten ist: blofs aus der Stetigkeit des Wachsthums von x und der Ver- 
schiedenheit der Zeichen der Glieder des Polynoms fx. So beweiset ihn z. B. 
Lagrange, in der 1. Anmerk. zu seiner Theorie der numerischen Gleichungen. 

4. 

Wenn in y (1.)^ ^ ^on —'x bis +^ stetig wächst, so miUsen von 
den eon y abgeleiteten Gröfsen diejenigen ö"*"'y, d''"'^y, d'^'^^y, .... einzeh, 
oder mehrere zugleich, nothwendig wenigstens einmal, und zwar für reelle 
Werthe von x, den Werth Null annehmen. Jedoch kann solches auch, die 
abgeleitete d'^'^y ausgenommen, in ungerader Zahl, öfter geschehen, und 
auch die übrigen abgeleiteten d"''''^y, o"''*^, d"'^^y, .... können, tu gerader 
Zahl, mehreremal den Werth NuU annehmen. 

Denn da die Werthe der sfimmtlichen Gröfsen d'^'^^y, &*'''^y, d"*^^y, , 

zufolge (9.), für die beiden reellen Werthe —oc und +oc von x entgegen- 
gesetzte Zeichen haben, so ist von jeder der Werlh wenigstens einmal, für 
irgend einen zwischen — oo und + oo liegenden reellen Werth von x, gleich 
Null (§. 3.); und zwar sind die reellen Werthe von x, für weiche d^^^y, 
d'^^y, &'*'^y, .... verschwinden, nothwendig endlich, nicht unendlich grofs, 
kidem unendlich grofse Werthe von x nicht endliche Werthe von 9^^y, 
d'^^^y, d'"'^yy ...., und also auch nicht den Werth Null geben können, 
sondern nur unendlich grofse Werihe, mit dem Zeichen der höchsten in dem 
Polynome vorkommenden Potenz von x. 

Dafs die Grössen 5'*""^y, d'^'^^y, d"''*y, . . . . y sanimtlich auch mehr- 
mals, auf die angezeigte Weise, in gerader oder ungerader Zahl, durch Null 
gehen können, folgt daraus, dafs die Gleichungen ö*'*"'^jf = 0, ö""'y = 0, 
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^"••^ycsO, .... y = 0, die, anders wie 5"*"''y = 0, sammtiich von höherem 
als dem ersten Grade sind, auch mehrere reelle Wurzeln haben, können. 

5. 

Wenn def* Werth eines Polynoms fx, welebeSy wie y und dessen Ab^ 
geleiteten (1.)) nur Potenzen von x mit ganzzahligen ^ positiven Exponenten 
enthält, für irgend einen reellen Werth c von x, nicht Null ist: so hat 
f{c+x\ für alle möglichen reellen Werthe von x, die zwischen und gewissen 
endlichen reellen Grenzen — r^ und +'z^2 Hegen, nothwendig immer mit fc 
einerlei Zeichen. 

Denn, wenn v der Exponent und y der Coefiicienl der höchsten Potenz 
von X in fx, oder von c in fc, bezeichnet, so, dafs d''fc = p.{y'-i)....2.t^ 
ist, so ist, nach dem Tayiorschen Lehrsalze: 

f(c + ?C) = fc+xdfc+'^iPfC''''+X% 

oder 

11. f{c+x) = fc+x[dfc+j8Yc+~d'fe--+x^-'^^^ 

Kein Glied der Reihe rechterhand, ist unendlich grofs. Sie sind alle endlich, 
und können nur zum Theil Null sein, weil sie c nur in Potenzen von ganz- 
zahligen« positiven Exponenten enthalten. Schreibt man daher (11.) wie folgt; 

12. f(c+x) = fc+xP, 
so bezeichnet P eine endliche Gröfse, die sich, mit x zugleich, stetig 
verändert. Fflr x = ist xP = 0^ und, so wie x, von Null an, in^s Positive 
oder Negative hinein, stelig sich verändert, wird auch der Werth von xP 
stetig ab- oder zunehmen. Ffir irgend einen negativen Werth — r^ von x, 
und fOr irgend einen positiven Werth +7^ von x, wird xP vielleicht eine 
Gröfse erreichen, deren absoluter W^erth demjenigen von fc (der nicht 
Null sein sollte) gleich kommt. Alsdann wird also fc+xP entweder =i2fc 
oder =0 sein, je nachdem die Zeichen von fc und xP einander gleich, oder 
entgegengesetzt sind. Für alle x aber, die zwischen und — Ti, und zwischen 
ond 4" ^2^ filso Oberhaupt zwischen --Tt und +'^2 Hegen, und fOr welche 
also fc+xP zwischen 2fc und liegt, wird nothwendig fc-i-xP das nemliche 
Zeichen haben, wie fc. Also folgt, wie behauptet wird, dafs der Werth 
von f{c+x)=^ fc+xP, für alle x, die zwischen — t^ und +T2 liegen, wo t, 
und r, gewisse positive endliche Werthe haben, immer mit fc einerlei 
Zeichen hat. 
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6. 

Weim van einem Polynome fxy wie o'f, so wie von eemen «— 1 
nacht ten Abgeleitelen , die Werthe, für irgend einen reellen Werlk c von 
X, allCj also zusammen die e von y abgeleiteten Gröfsen d^g^y ö*'*"*jff, 
a-+^y,, .... c-+'-'f/,, oder fc, dfc, d'fc, .... d''^fe zugleich NuU sind 
(was der Fall sein kann, da zufolge (§. 4.'! die Gröfsen c^^^y, S'^y^ 
^"'^^Vy ' ' ' ' einzeln, jede wenigstens einmal , für irgend einen reellen Werth 
von X verschwinden müssen, die übrigen Gröfsen S'""'^, 5"*~*y, ö*"^jf, . . 
aber für reelle Werthe verschwinden können)^ die nächste auf ö*"*'''"'y = ^"^fx 
folgende Abgeleitete c'^'^^y =^ 8'fx dagegen für x=^c nickt Null ist, also 
etwa von x^c — r^ bis x = c+t» (wo t^ und Xi positive endliche Gröfsen 
bezeicknen) ntwk (§. 5.) ikr Zeichen nickt ändert: so ist notkwendig das 
Zeicken aller Wertke von fx=^B*y, die zu kleineren Werfken von x als 
c gekoren, etwa von x^ c bis x = c^-ki {wo k^ eine positive endlicke Gröfse 
ist) dem Zeicken des Wertkes von d^fx==^ d'^'^^y für x=^ c entgegengesetzt, 
wenn € ungerade, und gleich, wenn e gerade ist; das Zeichen aUer 
Wertke von fx dagegen, die zu gröfseren Wertken von x als c, etwa von 
x = cbis x = c+Ar3, gekOren (wo Jr^ wieder eme positive endlicke Gröfse 
bezeicknef) ist in allen Fällen, € sei gerade oder ungerade, dem Zeickm^ 
des Wertkes von d*fx für x^c gleick. 

Denn, wenn z. B. x und x-^-x zwei verschiedene Werlhe von x be- 
zeichnen, und V ist der Exponent der höchsten Potenz von x in fx^ö^y, 
nemlich v = m — n; so ist, nach dem Taylorschcn Lehrsatze: 

fix^oc) = fx + xdfxA'^d'fx + t- 2,3... .V ^'f^y 

oder auch, weil öyar s=i/(i/-l)(r-2)....2, 

13. A^ + ^) -' ^"^-^""^f^'^'^i^'f^ 'JJ^^^ 

Es ist also fär x = c, für welchen Werth von x in dem gegenwärtigen 

Falle, der Voraussetzung nach, fx, dfx, c^fx, . • . . d^'^^fx = sind, 

oder 

In diesem Ausdrucke ist, nach der Voraussetzung, d'fc nicht Null. 
Die Ableitungen d^^^fc, d^^^fc, .... aber können nur endlich grofs oder 
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NqU, nicht unendlich grofs sein, weil sie c nur in Potenzen von ganzen posi-* 
tiven Exponenten enthalten. Also ist, wie in (§. 5.)« wenn man (15.) wie 
folgt schreibt: 

15. nc+x) = a 3^ ^ {drc+xP\ 

der Factor P für jeden endlichen Werth von x eine endliche Gröfse^ eben 
wie es d^fc ist. Ffir x = ist also xP = 0, und wenn x^ von ab, sich 
stetig verftndert, wird der Werth von xP stetig ab- oder zunehmen, folg* 
lieh, wenn x positiv wichst, vielleicht fQr irgend ein endliches, reelles, 
positives ki=:x, oder, wenn x in's negative abnimmt, für irgend ein end« 
liebes, reelles, negatives h^^^x^ den Werth von d^fx^ der von x unab- 
hängig ist, mit gleichem oder entgegengesetztem Zeichen, erreichen. Jeden- 
falls aber wird, ffir alle reelle Werthe von x zwischen und Ati, und 
zwischen und — ifcs, also zusammen zwischen ki und — A^, der absolute 
Werth von xP kleiner sein, als derjenige von d*fe. Ffir alle diese Werthe 
von X also wird die gesammte Gröfse d'fc + xP das nemliche Zeichen 
haben, wie dye. 

Fflr jeden negativen Werth von x^ der zwischen und —Ar 
liegt, wird also das Zeichen der Gröfse f{c+x) (15. oder 14.) nunmehr, 
weil d*fc+xP mit d'fc immer einerlei Zeichen hat, wegen des Factors 
xf, demjenigen von 6'fe entgegengesetzt sein, wenn e ungerade, und 
gleich, wenn e gerade ist; ffir jeden positiven Werth von x dagegen, 
zwischen und Ar^, wird das Zeichen der Gröfse f{x+x) demjenigen 
von d'fc immer gleich sein, e sei gerade oder ungerade; wie es der 
Satz aussagt. 

7. 
Wenn wieder, wie im torigen Pttragraphe, eon einer der Abgelei" 
telen d*y, in der Reihe (ß.), deigleichen ton den nächst hohem Abgelei'^ 
Men ö*^'jf, 9*'*'*Jf, • • • • ö"^'"'jf, «» dieser Reihe , die Werthe, indem 
X ton x = — oo bis 0?^=+^ stetig wächst , für irgend einen reeUen 
Werth c ton x aUe zugleich terschwinäen : so kann solches nicht an-- 
ders geschehen, oüi dafs, zutor, ehe x den Werth c erreicht, in einem 
gewissen endlichen Abstände ki ton c, also ton x ^ c — ki bis x =^ c, 
die höchste der für x ^ c terschwindenden Abgeleiteten d*'^*^^y das 
dem Zeichen der nächsten, nicht terschwindenden, Abgeleiteten d^^'g, 
entgegengesetzte Zeichen, die nächst --niedrigere terschwindende Ab^ 
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geleitete d*'^'~V ^egtm da$ dem Zeiehm vom &**'tfe gleieke lieidim 
tmgeitommem hat, tmd so alnoeeluditd weiler, bh «m* leiten eer ee kwm 
denden Abgeieiteten d*y hinauf; desgieieheit nehmen nothmendig die vor- 
sdtwindenden AbgeieUeten ö"jf, ^""'^'sf, ö'+'y, .... &^*~^g, $o wie x 
Mber e hi$UHU wäehit, wiederum bit »u einer gewieeen endHehen Qrente kt, 
al$o von x — e bit x=c-\-ki, sämmtUeh da^enige Zeichen an, wekke» 
die nächste nicht verschwundene AbgeHeUete &***g fitr x = c hat. Wenn 
also Xi und »t »wei reeiie Gröfsen beteiehnen, die »wischen nnd kg 
tmd »wischen und kt Uegen, so verhiUt es sieh mit dem 2ieiehen der ver- 
schiedenen Abgleiteten, je nachdem das Zeichen von &^*g ßr x = e + 
oder — ist, wie folgt: 



16. 



(c) 

!(c+«i) 



5»+»y, ö"+'-'y, fl"+*-'y, ö"+*~'f, &'**~*g, 

+ - + - + 

+ 0000 

+ + + + + 
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wnd zwar in so fem &''^*y selbat eaa e—Xi big c+x^ doi Zeichen nicht 
ändert, aho x^ und x^, anfter fttc^cften nmi k^ und »wischen und k^, 
auch noch zwischen und Ti und zwischen und t,^ also auch noch 
zwischen den Grenzen hegend angenommen werden, zwischen welchen, wie 
vorausgesetzt wurde, d*^*y nicht NuU ist, oder das Zeichen nicht ändert. 

Denn fär die erste, in den Reiben (c), fOr x = a verschwindende 
Abgeleitete d'~^^^y ist, in Besng auf b'^'^'g, « = 1, also ungerade, und 
folglich ist das Zeichen von d'^'^^^g, ehe diese Abgeleitete versch winden 
konnte, nach ($.6.), nothwendig dem Zeichen von d'^'^'g entgegengesetst 
gewesen. Für die zweite in den Reihen (e) verschwindende Abgeleitete 
d^^^'^g ist, in Beziehung auf d^'^'g, « = 2, also gerade; folglich ist das 
Zeichen von d'^^^'^g, ehe diese Abgeleitete verschwand, nach (§. 6.), noth- 
wendig dem Zeichen von B'^'^^g gleich gewesen, und so abwechselnd 
weiter. Dagegen: so wie x über c hinausrflckt, nehmen alle verschwunden 
gewesenen Abgeleiteten, nach ($. 6.), nothwendig das nemliche Zeichen an, 
welches d^'^^g für x=^c hat. 
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9. 
Wenn von d^'y an, rückwärtig wiederum die % ÄbgeUUetem 
giH-t-iy^ ö^+'^'y, . . . . ö*y fihr x^e aUe ungleich verschwinden ^ nicht 
nher Sr^y und d"'**^: m yele» 6a ^ieni Durchgänge dee stetig wachsenden 
SS durch Cy in so fem bei demselben &"^'g, eben urie &^^g, das Zeichen 
nicht weehseU (|. 5.). 



L in dem Falle, wo nz>0 und. 

A) s ungerade ist: 

a) nothwendig a+1, also eine gerade Zahl eon Zeichenwech^ 
sdn in eben so eiele Zeichenfolgen über, wenn d'^'^'g und d^^^g gleiche 
Zeichen haben; 

ß) «-^1, also wieder eine gerade Zahl eon Zeiehenweehseln in 
eben so eiele Zeichenfolgen, wenn d^'^^g und d'^^g entgegengesetzte 
Zesehcn haben; 

B) wenn b gerade ist 

gehen immer s,-also abermals eine gerade Zahl eon Zeichenwechseln in eben 
so eiele Zeichenfolgen über: welche auch die Zeichen eoni^'g und d***^y 
sein mögen, so, dafs also, in dem FaUe n > 0, die Zahl der Zeichenweehsel, 
weiche tu Zeichenfolgen abergehen, immer nur gerade sein kann. 

IL In dem Falle, wenn nsO oder d*g^g ist, 

gehen stets s Zeichenwechsel in s Zeichenfolgen Ober, welches auch das Zeichen 
eon d'^'^'g (Jetikt d'g) sein mag; so, dafs also, in dem Falle ii — 0, die Zahl 
der Zeichenwechsel, welche in Zeichenfolgen übergehen, sowohl gerade als 
ungerade sein kann. 

Den Beweis hiervon machen die Reihen (16.) und (17.) anschaulich. 
Denn erstlich befindet sich Ober jeder Null der mittlem Reihe nothwendig 
links ein Zeichen Wechsel, welchem unterhalb der Null, links, eine Zeichen- 
folge correspondirt. Es gehen also, ohne vorliufig auf das nflchste auf d"jf 
folgende Glied d'^^g su sehen, weil s Nullen vorhanden sind, £ Zeichen- 
wechsel in € Zeichenfolgen fiber. 

Nun ist y in dem Falle fi = 0, kein Glied B^^^g vorhanden, und es 

kommen also wirklich nur die b Glieder 0"**^'""^^, ö*"*"''"'yi • • • • ^"y '^* ^^ 

17» 



'\ 



, -1 
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i tracbt. Also folgl far diesen Fall unmittelbar, was der Satx unter (II.) ht^ 

[ hauptet. 

m Ist dagegen, in dem Falle (I.) des Satzes, ein Glied d*'^y vorhanden: 

80 gehen erstlich wieder € Zeichen Wechsel, die sich Ober den Nullen, links^ 
befinden, in e Zeichenfolgen, links, unter den Nullen, Aber. Ist nun 

€ ungerade, so haben noth wendig d"'^'y und d^y Ober den Nullen 
entgegengesetzte Zeichen, wShrend sie unter den Nullen gleiche Zeichen 
bekommen. Ist daher das Zeichen von d'^^y demjenigen von d'^'^'y gleich, 
so kommt über den Nullen noch ein Zeichenwechsel, und unter den Nullen 
eine Zeichenfolge hinzu, und folglich gehen in diesem Falle e+1 Zeichen- 
wechsel in eben so viele Zeichenfolgen Ober, wie es (I. A. ct.) behauptet 
Ist dagegen das Zeichen von d**~^y demjenigen von d^'^'y entgegenge- 
setzt, so befindet sich Aber den Nullen eine Zeichenfolge, unter den Nullen 
dagegen ein Zeichen Wechsel mehr. Also gehen in diesem Falle nur €—1 
Zeichen Wechsel in eben so viele Zeichenfolgen Aber; wie es (I. A. ß.) be- 
hauptet. 

Ist € gerade, so haben nothwendig d**^'y und d**y Ober den Nullen 
gleiche Zeichen, eben, wie unter den Nullen. Ist daher das Zeichen von 
d^'^y demjenigen von o"^'y gleich, so kommt Ober und unter den Nullen 
eine Zeichenfolge hinzu; und ist das Zeichen von d^^^y demjenigen von 
d^'^^y entgegengesetzt^ so kommt Aber und unter den Nullen zugleich ein 
Zeichenwechsel hinzu. In beiden Fflllen bleibt also die Zahl der Zeichen- 
wechsel, die in Zeichenfolgen Abergeben, €; wie es (I. B.) behauptet. 

Anmerkung. Verschwinden fAr x^c mehrere Gruppen auf ein- 
ander folgender Glieder der Reihe ö*y, ß"*"'y, ö*"'y, .... f, von der Art, 
wie diejenige ö""*^'~*y, ö"^'-'y, 6"y eine ist, jedoch unter der Bedin- 
gung, dafs sie wenigstens durch ein Glied von einander getrennt sind, so 
gilt von jeder einzeln, was hier ausgesagt ist, und die Zahl der in Zeichen- 
folgen Abergehenden Zeichen Wechsel ist der Summe der Zahlen der in den 
einzelnen Gruppen verschwindenden Zeichen Wechsel gleich 

9. 

Wenn eon den Gröfeen y, 5y, B^y .... b"*y nur eine allein , 
«. B. d"y, für x = c verschwindet f so, dafs also £=1 ist: so gehen, in dem 
Falle n>>0, zwei Zeichefiwechsel in zwei Zeichenfolgen über, wenn d'^'^^y 
und d'^^y gleiche Zeichen haben, und kein Zeichenwechsel geht verloren, 
wenn c^^^v und d^^'y ungleiche Zeichen haben. Ist d^y die Gröfse y selbst, 
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oder ft=^0: $o geht immer fwtkwendig Ein Zeicbenwecheel in Eine Zeichen-- 
folge Über. 

Dieses folgt unmittelbar aus (§. 8.), wenn man dort 6=1 seist 

10. 

Während x rem — tx hie -r^o etetig wachet y hann in der Reihe der 
Oröfeen 5*"^, ö**"* y, ö'^-'y, • • • • y? äie Zahl der Zeichenwecheel ihrer Werthe 
nwr ab^ und aleo die Zahl der Zeichenfolgen nur um eben eo eiel suneh^ 
men. Nirgend hann die Zahl der Zeichenfolgen abnehmen. 

Denn, erstlich, können sich die Zeichen der Werthe der Gröfsen d'^jf, 

B'^^y^ y nur bei dem Durchgange durch Null ändern (§. 5.). Nun 

giebt es aber nicht mehr Fslle ffir den Durchgang der Gröfsen durch Null, 
als in (§. 8.) aufgezählt sind, und die kleinste Zahl der Zeichenwechsel, 
die, beim Durchgange beliebiger Gröfsen durch Null, in eben so viele Zeichen- 
folgen abergeben, ist c— 1. Der kleinste Werth von e aber ist 1; also ist 
die kleinste Zahl der Zeichenwechsel, die in Zeichenfolgen Übergehen kön- 
nen, oder der Zunahme der Zeichenfolgen, Null: niemals negativ. Also 
kann die Zahl der Zeichenfolgen, so wie x stetig wächst, niemals abnehmen, 
sondern nur zunehmen. 

11. 

I. W&^n zwiechen x^a und x=b, ß reelle Wurzel der Glei^mng 
y = liegen, eo hat die Reihe: 

18. (a) = ß«y,, ö-^y., d'^-'y., .... y. 
wenigetene ß Zeichenfolgen weniger, ale die Reihe 

19. (6) = ö-y„ Ö--*y„ d^'y,, . . . . y,. 

Jedoch kann, wenn die Zahl der Zeichenfolgen, welche die Reihe {b) 
gegen die Reihe (a) mehr hat, ö iet, auch S>ß edn. 

U. Dagegen können zwiechen a und b nicht mehr ale ^ reelle Wurzeln 
der Oleichung y=0 liegen; d. h. ee kann nicht ß>d eein. 

Denn, (I.), geht bei jedem Durchgänge von x durch eine reelle Wurzel 
der Gleichung y = nothwendig Ein Zeichenwechsel in Eine Zeichenfolge 
Ober (§. 9.). Und da nun die Zahl der Zeichenfolgen, während x wächst, nie 
wieder abnehmen kann (§. 10.), so enthält die Reihe (6) nothwendig we- 
nigstens ß Zeichenfolgen mehr, als die Reihe (n). 

Lägen, (IL), mehr als d reelle Wurzeln zwischen a und b, so mflfste 
die Reihe (6), zufolge (L), mehr denn S Zeichenfolgen mehr haben, als die 
Reihe (a): der Voraussetzung entgegen. 
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12. 

• 

I. Wenn die Reihe (6) (19.) kerne Zdehenfolgen mehr hat, ab die 
Reihe (a) (18.% ako i—0 ttf : $o kam» nwiichei^ a umd b keime reelle Wmnd 
der Gleichung y^O liegen. 

IL Wenn die Reihe {b) (19.) 1, 3, 5, .... Zeichenfolgen mehr hat, 
al$ die Reihe (a) (IS.)) ^^^ ^ ^«^ ungerade Zahl i$t: $o liegt iwi$ehen 
a und b nothwendig wenigetene Eine reelle Wwr%el der Gleichung y=0. 

Denn, (I.): die Zahl ß der reellen Wurseln, die «wischen a and b 
liegen, kann nur der Zahl d der Zeichenfolgen, die (6) mehr hat als (a), 
gleich sein, oder kleiner ($. 11. L), nicht grAfser ($. 11. IL): also 
kann, wenn ^=^0 ist, ß ebenfalls nnr =0 sein. 

Es kann, (IL), wenn sich anter den Grölsen d*|f, d^^g^ • • • « &'^'^^ff^ 
die für irgend einen reellen Werth von x^ hier s wischen a und b liegend^ 
verschwinden, diejenige d"y, odery, nicht befindet, die Zahl ^ der Zeichen-* 
Wechsel, die in Zeichenfolgen flbergehen, nar gerade sein ($. 8. L). Ist 
also d ungerade, so mufs nothwendig, fttr einen s wischen a und b lie- 
genden reellen Werth von x, auch y wenigstens einmal gleich Null sein; 
also mufs wenigstens Eine reelle Wursel der Gleichung y=0 a wischen a 
und b liegen. 

Anmerkung. Die Sätse ($. 11., 12.) machen den Haupttheil des 
Fourierscben Satzes aus. 

Vermöge ($. 11. IL) enthftlt der Fouriersche Satz unmittelbar den 
Cartesischen, als besonderen Fall, in sich, und man findet den letztem 
daraus, in Folge dessen, was $. 1. und 2. bemerkt ist, wenn man fflr die 
beiden Grenzen a und b, erst —oo und 0, und dann und +<'o nimmt. 

An die obigen Sätze scbliefsen sich noch verschiedene ZusStze an; 
z. B. die folgenden. 

13. 

Wenn^ für irgend einen redien Werth c eon x, die Gröf$en d^g^ 
d'^^^y, d"^'y, .... 8*''^'^^y^ oder auch mehrere iÜmKche Gruppen auf einander 
folgender Glieder der Reihe {x) (8.), alle ungleich eenchwinden , und e$ ist 
fi>>0, und nicht auch aiugleich y=0 fUr x^c: $o hat die Gleichung g=0 
nothwendig wenigstens eben so eiele imaginaire Wurzeln , als die 2kM der 
Zeichenwechsely die, nach ($. 8.), beim Durchgange von x durch c nothwendig 
in Zeichenfolgen übergehen, Einheiten hat, und die^ für die einBeinen Gruppi 
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wemm e umgerade, e-^i joder «+I9 tMd trenn e gerade, e, ofto tminer 
gerade i$t. 

Dran es können die «—1, oder c+l^ oder c Zeichen wecbseU die nach 
der Voranssetinng für x=^c in eben so viele Zeichenfolgen Obergeben ^ sn- 
ftrifo (§• 10.) 5 nie wieder durch Zeichen Wechsel , die aus Zeichenfolgen ent- 
stiaden, ersetst werden. Also bleiben von den m Zeichenwecbseln, die von 
opss— 00 bis 0^=:+ CO Oberhaupt vorhanden sind (§. i.\ von d;=— 00 bis x=e^ 
und von 0^8= c bis x=^+ooy nurm— c+l^ odermss«, oderm— « — 1 Zeichen- 
wechsel flbrig. Mehr reelle Wurzeln aber^ als Zeichen Wechsel in Zeichen- 
folgen Obergehen, kann die Gleichung y=0 zwischen l)e8timmten Grenzen 
nicht haben ($. 11. IL). Also kann sie nur Oberhaupt höchstens m— e+l, 
oder m^e, oder ei— c— 1 reelle Wurzeln haben, deren Wertb von c ver- 
schieden wfire: c selbst aber ist keine reelle Wurzel von y=sO, weil, nach 
der Voraussetzung, y fOr y=sc nicht verschwindet. Die Gleichung y^^O hat 
aber noth wendig, wie aufserdem bekannt^ jedenfalls im Ganzen ei Wurzeln. 
Also mOssen von diesen m Wurzeln noth wendig wenigstens €—1, oder «+1, 
oder € imaginair sein. 

14. 

Wenn, für irgend einen reellen Werlh e ton x, die $ Qröfeen y, dy, 
^'jf, .... d^'y alle iugleieh tersckitinden: $0 hat die Oleiekmg y=0 noth^ 
wendig s reette Wurzeln, jede =sc. 

Denn es geben in dem gegenwfirtigen Fälle, zufolge ($. 8. 11.), für 
x=>c, « Zeichen Wechsel in eben so viele Zeichenfolgen Ober. Es bleiben 
also, für den Umfang von x^^-oo bis x=:^e, und' von x^c bis j?=+oo, 
nur noch m— s Zeichen Wechsel Obrig. Mehr reelle Wurzeln kann aber die 
Gleichung in diesem Umfange nicht haben (§. 11. El.). Also folgt zunSchst, 
dafs auf x=^c selbst, wenigstens s Wurzeln kommen. Keine dieser Wur- 
zeln ist aber imaginair; denn sie sind alle gleich c. Und in dieser ROoksicht 
folgt wieder, dafs ihrer auch nicht mehr sein können, als €, weil sonst mehr 
als s Zeichenwechsel fOr x^e in Zeichenfolgen äbergehen mflfsten ($.11. 1.), 
wai nicht der Fall ist. Also hat im gegenwfirtigen Falle die Gleichung y^O 
noth wendig b gleiche Wurzeln, Jede ==c. 

15. 

Wenn sswischen a und b keine reelle WwmI der Oleickung y=sO 
Hegt, und die Reihe (6) (1 9.) hat d Zeichenfolgen mehr, ah die Reihe (a) (18.), 
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wo 9^ in dem angenommenen Falle, nur eine gerade Zahl $em kann ($. 8. 1.): 
90 hat die Gleichung y = wenigetens d imaginaire Wurzeln. 

Denn von den ^ Zeicbenwecbseln, die, nach der VoraosseUnng, von 
x^a bis x=b, in eben so viele Zeicbenfolgen fibergegangen sind, kann 
keiner wieder aas einer Zeicbenfolge bergestellt werden ($. 10.). Also blei- 
ben von den m Zeicbenwecbseln , die (+^) mehr hat als (— oö) ($. 1.)^ für 
die beiden Umrsnge von — po bis a und von b bis +oo^ susammen nur m— J 
Zeichenwechsel übrig. Deshalb kann dann die Gleichung ^=^0, in den ge- 
nannten beiden (Jmfflngen, nicht mehr als m—d reelle Wurzeln haben (§. U.U.). 
In dem allein von — oo bis +oo noch übrigen Umfange swischen a und 6 
hat sie aber nach der Voraussetzung keine reelle Wurzel: also kann sie 
überhaupt nur höchstens m—d reelle Wurzeln haben, und hat daher nolh- 
wendig wenigstens d imaginaire Wurzeln. 

16. 

Der Nutzen des Fourierschen Satzes bei der Berechnung der reellen 
Wurzeln einer gegebenen Gleichung y = 0, in Zahlen, besteht ipsbesondere 
darin, Aats der Satz die Grenzen angiebt, zwischen welchen Wurzeln lie- 
gen können, so wie diejenigen, zwischen welchen gar keine zu finden sind 
(§. 12.1.); desgleichen die Zahl der reellen Wurzeln, die möglicher Weise 
zwischen bestimmten Grenzen sich befinden können (§. 11.11.)^ so, dafs man 
mit X nicht einmal denjenigen ganzen Umfang zu durchlaufen braucht, inner- 
halb dessen alle Zeichenwechsel der Reibe {x) ($. 1.) in Zeichenfolgen über- 
gehen, sondern nur diejenigen einzelnen UmfSnge, innerhalb welcher Wurzeln 
liegen können. Zur Berechnung wird ferner der Satz auf die Weise be- 
nutzt, dafs man erst die Grenzen a und b, für welche die Zahl der Zeichen- 
wechsel der Reihen (a) und (b) verschieden ist, so weit zu verengen sucht, 
dafs nur 1 oder 2 Wurzeln dazwischen fallen können, in welchem letztem 
Falle es darauf ankommt, zu entscheiden, ob die 2 Wurzeln reell oder ima- 
ginair sind. Wie solches, und wie die Zusammenziehung der Grenzen, und 
dann die weitere Berechnung der Wurzeln, mit sehr schneller AnnSherung: 
alles auf höchst sinnreiche Weise, geschieht, lehrt die erste und zweite Ab- 
theilung des im Eingange genannten Werkes von Fourier. 
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n. Der Stumische Satz, 

Der Fouriersche Satz lehrt, wie viel reelle Warzeln eine GleicboDg 
Fx=^f/=0 (1.) zwischen beliebigen reellen Werthen a und b von x haben 
kann. Der Stormsche Satz lehrt , wie viel reelle Wurzeln die Gleichung 
Px=y=0 zwischen beliebigen Werthen a und 6 von x nothwendig haben 
mufs. Er ist, mit seinem Beweise, in Folgendem enthalten. 

17. 

Es darf immer vorausgesetzt werden, dafs eine Gleichung Fx=0^ deren 
Wurseln man sucht, keine gleichen Wurzeln habe» 

Denn bekanntlich lassen sich die gleichen Wurzeln einer Gleichung 
absondern, und es Isfst sich die Gleichung auf eine andere reduciren, die 
keine gleichen Wurzein hat. 

18. 

Wenn man das Polynom einer gegebenen Gleichung 

20. Fx^y=^0 

tom mten Grade, ton welcher, nach ($. 17.)^ torausgesetzt werden darf, dafs 

sie keine gleichen Wurzeln habe, durch die erste Abgeleitete dFx ton Fx, 

die durch 

21. dFx = F^x 

bezeichnet werden mag, ditidirt, den Quotienten durch Qi, den Rest, nega^ 

tit genommen, durch F2X bezeichnet: hierauf FiX durch F^x ditidirt, 

den Quotienten durch Q2, den Rest, negatit genommen, durch F^x be^ 

zeichnet: femer F^x durch F^x ditidirt, den Quotienten durch Q^, den 

Rest, negativ genommen, durch F^x bezeichnet, und so weiter fortfährt, 

so, dafs 

Fx=^Q^F,x-F2X, 

F^x^Q^F^x—F^x^ 
Fix = Q^F^x — F^x^i 



F,,^2X = (i^^,F^^^x-F^x 

ist: so gelangt man nothwendig zu einem Reste, der kein x mehr enthält, 
und der also mit x nicht mehr sich t erändert; und wenn nicht schon F^x 
dieser Rest ist, wo u<^m, so ist es jedenfalls der Rest F„^x. 

Crelle's JoQinal d. M. Bd. XHI. Hft. 2. 18 
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Denn in F^x steigt x nur bis auf die Potenz ifi— 1, also auf 1 Grad 
niedriger, als in Fx; der erste Rest F2X ist aber nolh wendig wenigstens 
wieder um 1 Grad niedriger, als F^x. Daher ist F^x wieder wenigstens 
um 1 Grad niedriger, als F^x; ferner F^x wenigstens um 1 Grad niedriger, 
als F^Xy und so weiter. Also mufs noth wendig zuletzt ein Rest F^x er- 
scheinen, der X nicht mehr enthält. 

Dieser Rest F^x kann deshalb blofs durch F„, bezeichnet werden. 

19. 
Keins der Gröfeen^Paare 

F X und F, a:, 

FiX und FiX, 

23. ( Fjx und F^x^ 



F,^^x und F^,x 

kann einen gemeinschaftlichen Factor haben ^ und folglich nicht für einen und 
denselben Werth ton x verschwinden. 

Denn, da vorausgesetzt wird, dafs die Gleichung Fa: = keine glei- 
chen Wurzeln hat^ so haben, wie bekannt, zunächst Fx und F^x^dFx 
keinen gemeinschaftlichen Factor. Daraus folgt, vermöge der ersten Gleichung 
(22.), dafs auch F^x mit FiX keinen Factor gemein haben kann: denn der- 
selbe mflfste, vermöge der Gleichung, auch in Fx aufgehen, und folglich 
hätten Fx und F|X einen Factor gemein; was nicht der Fall ist. Weiter 
folgt aus der zweiten Gleichung in (22.), dafs auch F2X und F^x keinen 
Factor gemein haben können; denn wfire es so, so mflfste derselbe, der 
Gleichung zufolge, auch in FiX aufgehen, und folglich wfirde dann FxX und 
F^x einen Factor gemein haben, was, wie sich vorhin zeigte, nicht der Fall 
ist. Und so weiter. 

20. 

Wenn in der Reihe der Gröfsen 

24. {x) = Fx, F,x, F,x, F^x, F«, 

die^ wie vor denselben bemerkt, der Kürze wegen durch {x) bezeichnet wer- 
den mag, irgend eine: F^x (jedoch die erste Fx ausgenommen, und auch die 
letzte, von x unabhängige Gröfse Fm) für irgend einen reellen Werth c von 
X verschwindet: io haben die Werthe der beiden Oröfsen F^^^x und F^^iX, 
zwischen welchen F^x liegt, für den nenüichen Werth c von x, nothwendig 
entgegengesetzte Zeichen. 
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Denn da vermöge (22.) 

25. F,^,x = Q,F^x-F,^^x 
ist, so isl für F^x = 0^ also, nach der Voraussetzung, für a? = c: 

26. fUxC = --F,+,c. 
Daraus folgt, dafs die Werlhe F^^iC und F^^iC der Grörsen F^.iX und F^^iX 
fdr x=^c noth wendig entgegengesetzte Zeichen haben mfissen, denn sonst 
könnte nicht F^^iC gleich —F^^^c sein. 

21. 

In der Reihe der Gröfsen (24.) können nicht iwei auf einander folr- 
gende für einen und denselben reellen Werth c von x zugleich verschwinden. 

Denn wfiren z. B. F^^iX und F„x för x^c zugleich Null, so wäre^ 
vermöge der «— llen Gleichung F««2ir = ^„-iF^.ia:— F^x, auch F^^^o: Null; 
und weil nun F^^iX und F„.,x zugleich Null wären, vermöge der vorher- 
gehenden Gleichung, auch F^^x Null, und so weiter: zuletzi auch FiX und 
Fx. Also wfiren Fx und FiX^ för einen und denselben Werth c von x^ 
xogleich Null; folglich hätte die Gleichung Fx=:y^O gleiche Wurzeln: 
gegen die Voraussetzung. 

22. 

Keine der Gröfsen der Reihe (24.) kann identisch, oder für jeden 
beliebigen Werth von x. Null sein. 

Denn w8re z. B. F^x för jeden beliebigen Werth von x Null, so 
mftfste, vermöge der «—3'*'" Gleichung F^^^x = Q^^i F^iX—F^x, weil sich die- 
selbe dann auf F,_2^ = ^«-i^»-i^ reduciren würde, F^^^x in F^^j«? aufgehen, 
folglich^ vermöge der vorhergehenden Gleichung F^^^x = ^^^2 F^_2aT--F„«i x, auch 
mF^^^Xy und vermöge der weiter vorhergehenden Gleichung F,^a?=ß^_3F„_3— F^.2^ 
auch in F^^x^ und so weiter: zuletzt also auch in FiX und Fx. Folglich 
hatten dann FiX und Fx einen gemeinschaftlichen Factor, und mithin die 
Gleichung Fx^g==:0 gleiche Wurzeln: gegen die Voraussetzung. 

23. 

Wenn in der Reihe der Gröfsen (24.) (die erste und die letzte der- 
selben ausgenommen), während x von —00 bis +ao stetig wächst, für irgend 
einen reellen Werth c von x, eine oder mehrere Gröfsen zugleich ver- 
sehwinden: so liegt jede verschwindende Gröfse nothwendig zwischen zwei,, 

18» 
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für X = c nicht verschtnindenden Gröfsen eou entgegengesetfsten 
Zeichen. 

Denn zufolge (§. 21.) können nicht zwei anmiUelbai' auf einander fol- 
gende Gröfsen, für einen und denselben reellen Werth c von x zugleich ver- 
schwinden. Also liegt jede verschwindende Gröfse nolhwendig zwischen zwei 
nicht fflr x^c verschwindenden Gröfsen, welche, zufolge (§.20.), noth- 
wendig entgegengesetzte Zeichen haben. 

24. 

Wenn eine der Gröfsen (24.) {ton welchen die erste Fx einstweilen 
noch ausgeschlossen bleiben soll^ die letzte F^ aber, weil sie kein x enthält, 
ausgenommen ist), eine oder mehrere siugleichy während x eon --oo bis +oo 
stetig wächst, für irgend einen reellen Werth c von x verschwinden: so hat, 
erstlich, die Reihe der Werthe der sämmtlichen Gröfsen, für kleinere 
Werthe ton x^ als c, bis zu einer um ein gewisses endliches t^ ton c ter^ 
schiedenen Grenze c — t^^ und zweitens, die Reihe der Werthe der sämmt^ 
liehen Gröfsen, für gröfsere Werthe ton x als c, wiederum bis zu einer um 
ein gewisses endliches r.2 ton c verschiedenen Grenze c+tj^ nolhwendig ge^ 
nau gleich tiele Zeichenwechsel: die eine Reihe weder mehr noch tre- 
niger, als die andere. 

Denn es sei F^x eine von den fOr x = c verschwindenden Gröfsen: 
so liegt dieselbe, nach (§. 23.), nothwendig zwischen zwei, nicht fflr x^c 
verschwindenden Gröfsen mit entgegengesetzten Zeichen. Also haben 
F^^iX und F^^iX nothwendig entgegengesetzte Zeichen. Sie ändern aber 
anch ihre Zeichen nicht von c—r^ bis c+tq^ wo r^ und r, gewisse endliche 
Gröfsen sind ($. 5.). Es können also, je nachdem die mittlere Gröfse F^x 
bei dem Durchgange durch Null ihr Zeichen ändert oder beibehält, (welches 
letztere geschehen kann, wenn etwa die Gleichung F^x=^0 gleiche Wurzein 
hat), in Rücksicht der Zeichen folgende Falle statt finden: 

K^l'i ^n^'i Fn+\^ 
± + T 

±0 +1 Ister und 2ter Fall 
± + + 



27. 




± + + . 

± + 3ler und 4ter Fall, 

± - + ' 
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X = c ± + \ 5ler and 6ter Fall. 



27. 



x<Cc + — + 



X ^ c ± + } 7ler und 8ler Fall. 
a:> c ± + + 



In allen diesen Fällen (and mehrere sind nicht möglich), findet , wie 
man sieht, zwischen den drei Gröfsen F^^iX, F^x und F^^^x^ eben sowohl 
für x<^c, als für x>Cy immer Ein Zeichenwechsel Statt. Also haben 
die Gröfsen, vor und nach dem Durchgange von F,,a; durch 0, genau gleich 
viele Zeichen Wechsel. Was aber von den genannten drei Gröfsen gilt, 
gilt von jeden andern drei, deren beiden äufseren nothwendig immer für x=^c 
entgegengesetzte Zeichen haben mässen, wenn die mittlere ffir a: = c soll Null 
sein können (§. 20.). Es folgt also, dafs sich die Zahl der Zeichenwechsel 
in der Reihe der sämmtlichen Gröfsen (24.), bei dem Verschwinden einer 
oder mehrerer von denjenigen: F^Xy F^x^ F^x, .... F,,j.,a;, für x=^c nie- 
mals Ändert. 

25. 

Wenn die erste Gröfse Fxy in der Reihe (24.), für keinen reellen 
Werth f>on x, eon x=^a bis x = b, Null ist: also die Gleichung Fx^O 
»wischen x^a und x = b keine reellen Wurzeln hat: so haben die beiden 
Gröfsen-Reihen 

28. (a) = Fa, F^a, F^a, F^a, .... F^, 

29. (Ä) = Fb, F,b, F^b, F^b, .... F^ 

nothwendig gleich viele Zeichenwechsel: es mag eon den Gröfsen F^x, 
F2Xy F^Xy .... F^,^xX, während x eon a bis b stetig wächst^ keine durch 
Null gehen, oder es mögen, für reelle Wert he eon x zwischen a und b, eine 
oder mehrere eon ihnen, nach einander, oder zugleich, verschwinden. 

Denn, wenn, erstlich, keine der Gröfsen F^x, F^a?, F^x, .... F„^^iX, 
von x=^a bis x^b, durch Null geht, folglich ihr Zeichen nicht ändert (in- 
dem auch keine der Gröfsen oc grofs sein kann): so behalten offenbar alle 
Gröfsen der Reihe (24.) ihr Zeichen unverändert bei, indem auch die erste, 
Fx, der Voraussetzung nach, nicht durch Null gehen und also ebenfalls ihr 
Zeichen nicht ändern so 11^ die letzte F,„ aber, als constante, von x unab- 
hängige Gröfse, niemals das Zeichen wechseln kann. Folglich haben, in 
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diesem Falle ^ die beiden Reihen (28.) and (29.) noihweudig gleich viele 
Zeichen Wechsel. Aber auch wenn, zweitens, för irgend einen Werlh c 
von X, von den Gröfsen FiX, F^x^ F,a?, .... F„,^^x eine, oder mehrere 
zugleich durch Null gehen, ändert sich, zufolge (§. 24.), die Zahl der Zeichen- 
weohsel der sämmtlichen Gröfsen (24.) nicht; also auch nicht, wenn eine, 
oder mehrere der genannten Gröfsen zugleich, etwa fQr mehrere zwischen 
a und b liegende reelle Werthe von x^ durch Null gehen. Also ftndert sich 
die Zahl der Zeichenwechsel der Reihe (24.), von x = a bis x = by unter 
der Bedingung, dafs die erste Gröfse Fx innerhalb dieser Grenzen nicht 
durch Null geht, niemals. 

26. 

Wenn, während x eon — oo 6« + oo stetig wächst^ in der Reihe (24.), 
die erste Größe Fx für irgetid dnen reellen Werth c eon x f^erschwin-- 
dety also c eine reelle Wurzel der Gleichung Fo? = ist: so hat die Reihe 
der Gröfsen 

30. (c+;^) = F(c+x), F,{c+x\ F,{c-\'X\ .... F„„ 

für jeden beliebigen positiven Werlh von x^ der zwischen Null und einer ge^ 
wissen endlichen Gröfse r2 liegt, nothwendig Einen Zeichenwechsel we^ 
nigery als die Reihe 

31. (c-Pf) = F(c-;^), F,(c-x\ F^ic-x), . . . . F,,, 

für jeden beliebigen Werth f)on x^ zwischen Null und einer gewissen endlichen 
Gröfse Ti; und zwar immer: es mögen, anfser Fx, noch andere Gröfsen der 
Reihe, mit welchen es geschehen kann, für x=^c verschwinden, oder nicht. 
Denn, zuerst ist zu bemerken, dafs die zweite Gröfse der Reihe 
(24.) FjO?, die nichts anders ist, als BFx (21.), ^t x^c nicht mit Fx zu- 
gleich verschwinden kann, weil sonst die Gleichung Fa; = gleiche War** 
zeln haben wärde, gegen die Voraussetzung. In dem gegenwärtigen Falle 
ist also, ffir den Satz (§. 6.): ii=sO und «=1, also b ungerade: nemlich 
es ist hier die für x=:c verschwindende Gröfse &^y = y, und folglich ist, 
für das dortige fx^d'^y^ hier « = 0; und da nnr eine Gröfse Fx ver- 
schwindet, so ist € = 1. Es haben also, vermöge des Satzes (§.6.), F^c-^x) 
and Fi{c — x) nothwendig entgegengesetzte, dagegen F(c+x) und Fi{c+x) 
gleiche Zeichen. Also haben die beiden ersten Glieder der Reihe (30.) 
nothwendig einen Zeichenwechsel weniger, als die beiden ersten Glieder 
der Reihe (31). Nun hat aber, nach ($. 25.), der abrige Theil der Reibe (30.), 
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vom 2"*" Gliede bis zu Ende, in allen Fällen eben so viele Zeicheu- 
wechsel, als der gleiche übrige Theil der Reihe (31.): es mögen für x^^c 
noch Glieder der Reihe (24.), aufser dem ersten, verschwinden, oder nicht. 
Also hat, in allen Fällen, die Reihe (30.) nothwendig einen Zeichen Wechsel 
weniger, als die Reihe (31.). 

27. 

Die Gleichung Fx = y=zO hat zwischen x ^ a und x =^ b nothwendig 
eben so f>iele reelle Wurzeln^ als die ZaJU der Zeichet^wechsel der Reihe (6) 
gegen diejenige der Zeichenwechsel der Reihe (a) Einheiten weniger hat. 

Denn für jede reelle Wurzel verliert die Zahl der Zeichenwechsel 
der Reihe (a), zufolge (§. 26.), nothwendig eine Einheil. Es ist folglich 
der Unterschied der Zahlen der Zeichenwechsel der Reihen (a) und (6) der 
Zahl der reellen Wurzeln zwischen a und b nothwendig gleich. 

Dieser Satz ist der Sturmsche. Es schliefsen sich daran wiederum 
Zusätze und Bemerkungen; zum Beispiele die folgenden. 

28. 

Wenn, für x = a und für x = b selbst ^ eine oder mehrere Gröfsen 
der Reihe (x) (24.) Null sind: so ist die Zahl der reellen Wurzeln der 
Gleichung Faj = y = der Zahl der Zeichenwechsel, welche die übrig blei- 
benden, nicht f>erschwindenden Glieder der Reihe (6) gegen diejenigen der 
Reihe (a) weniger haben, gleich. 

Denn, wenn erstlich Glieder der Reihe (x) (24.), die auf das erste 
folgen, z.B. für x = a verschwinden: so haben die Werthe der Glieder, 
zwischen welchen jedes einzelne verschwindende Glied liegt, nach (§. 20.), 
ftir den nemlichen Werth a von x, nothwendig entgegengesetzte Zeichen. 
Gesetzt also, es sei F^x eines der für x==a verschwindenden Glieder, also 
F«a = 0, so bleibt zwischen den drei Gliedern F^^ia, F^a = und F^^iO 
Ein Zeichenwechsel übrig. Aber Gin Zeichenwechsel würde auch immer 
nur vorhanden sein, wenn auch F^a nicht verschwände: gleich viel, ob es 
positiv oder negativ wäre. Eben so würde es sich mit jedem andern für 
x=:^a verschwindenden Gliede verhalten. Also ist die Zahl der Zeichen- 
wecbsel zwischen den übrig bleibenden, nicht für x=^a verschwindenden 
Gliedern der Reihe (a) genau eben so grofs, als sie es sein würde, wenn 
kein Glied für x = a verschwände. Auf gleiche Weise verhält es sich mit 
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der Reihe (6). Also ist die Zahl der reellen Wurzeln zwischen a and b, 
nach dem allgemeinen Satze (§. 27.), so grofiä, als der Unterschied der Zahlen 
der Zeichenwechsel der in den Reihen (a) und (6) nicht verschwundenen 
Glieder, und zwar, in so fern sich, nach der Voraussetzung, das erste Glied 
Fa der Reihe (a) oder das erste Glied Fb der Reihe (6) nicht unter der 
verschwindenden befindet. 

Ist, zweitens, für x = a auch noch das erste Glied Fa der Reihe 
(a), und vielleicht auch, für x=^by das erste Glied Fb der* Reihe (i) gleich 
Null: so ist, eben dadurch, dafs x von irgend einem nftcbst lileinern Werthe 
als a oder b, von welchem an Fx bis zu Fa oder Fb das Zeiehen nicht 
Snderl, in a oder b selbst Qbergeht, Ein Zeichenwechsel verschwunden. Also 
liegen, nach dem allgemeinen Satze (§. 27.), auch in diesem Falle, zwischen 
a und b (nunmehr a und b selbst nicht mit gezählt) noch eben so viele reelle 
Wurzeln, als die übrig gebliebenen, nicht verschwundenen Glieder der Reihe 
(a) Zeichen Wechsel weniger haben, als die übrig gebliebenen Glieder der 
Reibe (6). 

29. 

Wenn man die Reihe derjenigen Glieder allein, die in den 
Gröfeen Fx, F^x, F2X, . . , • F„ die höchste Polen» eon x enthalten, durch 
[x] bezeichnet: so ist die Zahl der reellen Wurzeln, welche eine gegebene 
Gleichung Fx=^y=^0 überhaupt nothwendig hat, gleich dem unterschiede 
der Zahlen der Zeichenwechsel in den beiden Reihen [— 00] und [+ <x>]. Die 
Zahl der negatif>en Wurzeln der Gleichung ist gleich dem Unterschiede der 
Zahlen der Zeichenwechsel in den Reihen [— oc] und [0], und die Zahl der 
positiven Wurzeln gleich dem Unterschiede der Zahlen der Zdchenwechsel m 
den Reihen [0] und [+00]. 

Dieses folgt unmittelbar aus dem allgemeinen Satze ($.27.); denn 
zwischen —00 und +00 liegen sämmtliche reelle Wurzeln, zwischen —00 
und alle negativen, und zwischen und +00 alle positiven Wurzeln 
der Gleichung. Auf die durch [x] bezeichnete Reihe aber reducirt sich die 
Reihe (x) für a; = ±oo, weil für unendlich grofse x die übrigen Glieder der 
Reihe gegen das erste verschwinden. 

30. 

Wenn bei den Divisionen, durch welche die Gröfsen F2X, F^x^ ... 
... jP^ berechnet werden, ($.18.), Brüche vorkommen, die die weitere 
Rechnung erschweren würden: so darf man, um dieselben zu vermeiden^ 
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Jedesmal, ehe man dWidirt, den Dividend mit irgend einer positiven , von 
w nnabliftngigen Zaiil, oder Gröfse, die die Brflcbe aufliebt, mnltlpliciren. 
Denn: gesetzt die Gröfsen F^^^x und F^x enthielten Brflcbe, die durch die 
Mttltiplication mit der positiven Gröfse M wjeggeschafFt wflrden, so ist, einmal, 
ebne den Zutritt von Jf: 

32. F_xa?= ^.F.x-F.^ix, 

und mit dem Multiplicator M: 

33. U.F^^iX ^ MmQ^F^x^ M.F^^iX. 

Alle drei Glieder der Gleichung (33.) verschwinden aber einzeln für die 
aemlicben Werlbe von x, und haben gegen einander, fflr jeden beliebigen 
Werth von x^ eben die Zeichen, wie die drei Glieder der Gleichung (32.); 
worauf es allein ankommt. 

Eben so darf man, wenn alle Glieder des Divisors einen von x 
unabbSngigen, gemeinschaftlichen, positiven Factor haben, denselben weg^ 
lassen. Denn, wenn man, vor der Division, den Divisor n^it Jf tbeilt, 
ist es eben so viel, als wenn man den Dividend mit If multiplicirt, welches, 
wie sich vorher zeigte, geschehen darf. 

Der Multiplicator oder Divisor M mufs aber notbwendig poeitip sein, 
weil es sonst geschehen könnte, dafs die Zeicben der drei Glieder der 
Gleichung (33.) nicht die nemlichen wfiroD, wie die der drei Glieder der 
Gleichung (32.). In dem Falle also, wenn die Co^fBcienten der gegebenen 
Gleichung nicht in Zahlen, sondern in Buchstaben ausgedrflckt sind, so, 
dafs ihre SSeichen, und die aller davon abhängenden Gröfsen, unbestimmt 
bleiben: so mufs man zu dem Multiplicator M das Quadrat derjenigen Gröfse 
nehmen, die die Brflcbe aufbeben wflrde: der Sicherheit wegen, dafs der 
Multiplicator positiv sei; und wenn ein Factor aus dem Divisor soll weg- 
gelassen werden dflrfen, mufs er notbwendig ein Quadrat sein. 

31. 

Fflr den zweiten, dritten und vierten Grad sind die Grflfsen 
Fm, FiX, FtX, . • . . y mit, allgemein, durch Buchstaben ausgedrflckten Goöf* 
fidenten^ und die SAlze, die sich daraus ergeben, folgende: wenn man nem- 
lieh, was immer geschehen darf, um die Rechnung und die Ausdrflcke 
abxukflrzen, annimmt, dafs die Gleichungen vom 3*^'* und 4*''" Grade kein 
nweiles Glied haben. 

Crelle's Jonniftl d. M. Bd. XUL Hft 2. 19 



algAroitckm QkiAmgmt* 



L Gleichangen vom zweiten Grade. 

34. {F^x=^2x + a, 



Es ist also 



Fx, FiXy F^Xf 

j[-cc] = + - a^-4/», 
35. (0) = /9 a a'-4/3, 

\[+oo] = + + a'-Aß. 
Die Reibe [— oc] hat xwei and die Reihe [+<3c] keine Zeichenwechsel^ 
wenn a'— 4/9>>0 ist; also hat die erste Reihe 2 Zeichen Wechsel mehr, als 
die zweite. Dagegen haben beide Reihen Einen, und folglich gleich viele 
Zeichen Wechsel , wenn a^—4ß<i0 ist. Also hat die Gleichong Fx^O im 
ersten Falle 2 reelle, im andern Falle 2 imaginaire Wurseln, wie bekannt 
ist. Hat die Gleichung reelle Wurzeln, so, dafs also a'— 4/9 positiv Ist, 
nnd es ist a positiv, so hat die Reihe (0) keinen, und folglich 2 Zeichen- 
wechsel weniger, als [— '^c]; folglich sind in diesem Falle die beiden reellen 
Wurzeln negativ. Ist a negativ, so folgt, auf Ahnliche Weise, dafs die 
beiden Wnrzeln positiv sind. 

IL Gleichungen vom dritten Grade. 

F m^ 05^+ a X +ß = 0, 

^^ ''F,x = ^(2ax+3ß), 
F,a?=-(4«^+27/?). 



Es iat also 








Fx, F,x, Ftm, 


F,«, 




I[-»] = _ + +« 


-(4«'+27/S^, 


37. 


(0) = +ß +a -ß 


-(4a»+27/f), 




l[+oo] = + 4- _a 


-(4a'+27/S^. 



Ist nun a positiv, so ist auch Aa}+21ß^ positiv, weil ß immer 
positiv ist. Also hat in diesem Falle [— oo] 2 Zeiehenweehaei , [+»] da-- 
gegen nur Einen. Also hat die Gleichung dann immer 1 reelle Wurs^ 
und zwar ist diese Wurzel immer negativ, es sei ß positiv oder negadr; 
denn in beiden Fällen hat (0) nur Einen, also 1 Zeichenwechsel weniger«, 
als [—<»]. 
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bt a nef ativ md 21ff^>Ac?^ also 4a'+27/9' positiv^ so sind die 
Zeichen der Reihen (37.) folgende: 

FXy FiXj F^x, F^x^ 

j[-ac] = ^ + - ^1 

38. (0) = + - - - wenn ß positiv isU 

und 

([-«>] = - + - -j 

39. I (0) = — — + — I wenn /? negativ ist. 

Also hat die Gleichung nunmehr 1 reelle negative Wurzel ^ wenn ß positiv, 
und 1 reelle positive Wurzel, wenn ß negativ ist. 

Ist a negativ und 27/9'<:4a% als 4o'+27/f negativ: so sind die 
Zeichen der Reihen (37.) folgende: 

Fx^ FiXy F2X, FiX^ 

([-00] = _ + _ + 

40. [ (0) = + - - +J wenn ß positiv ist, 
und 

([-ap] = - + - + 

41. I (0) = — — + +\ wenn /3 negativ ist. 

([+<»] = + + + + 
Also liat die Gleichung 1 negative und 2 positive reelle Wnneln, 
wenn ß positiv, und 2 negative and .1 positive reelle Wurael, wenn ß 
negativ ist. 

Gleichungen vom vierten Grade. 

F x = x*+ ««'+/? as+y, 
F,aJ = 4ar*+2o«+/?, 
42. {F,« = --(2oa;'+3/?ar+4y), 

F,« = -[9/r+2a(«'-4y)]«-/9(« + 12y) = P, 
F,x= 16y(a'-4y)'-/9»[27/y+4«(«'-36y)] = Q. 

Es ist also 

FXf F-yXf FtXf FjXf F^Xf 

[-OD] = + - -O +jP +P, 

43. { (0) = +y +/? -r -/?(o+l2y) +P, 

[+»] = + + -o -P +Q. 

19» 
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Man kann hieraos für den vierten Grad wieder FolgenmgeB liehen, 
die die Zahl der vorhandenen positiven und negativen Wuneln ans den 
Zeichen und der relativen Gröfse der Co^fficienten der Gleichung ergeben. 
Ihre AufzAhlung mag, um den Raum su sparen, weghleiben. 

32. 
So Iftfst sich die Untersuchung der Zahl der reellen Wuneln von 
Gleichungen, deren Coefficienten nicht in Zahlen, sondern, ohne Bestimmung 
ihres Zeichens und ihrer Gröfse, allgemein, in Buchstahen ausgedrfickt 
sind, wie man sieht, heliebig auf höhere Grade fortsetzen. Nur werden die 
Resultate immer verwickelter und, wegen der grofsen Verschiedenheit der 
Pille, schnell lahlreicher. In geringerem Maafse nimmt iwar die Mflhe und 
Schwierigkeit der Rechnung mit dem Grade der Gleichung xu, wenn die 
Coöfficienten in Zahlen ausgedrückt sind; indessen werden dann wieder die 
Coefficienten der Resultate, durch die aur Vermeidung der Brflobe nothwendi-» 
gen Multiplicatoren, bald sehr grofs. 
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7. 

Beitrftjy^e zur spbftrischen Trigonometrie. 

(Von Herrn C. A. Brelselmeider, Aaditor beim Jostix-Collegio «u Ctotb».) 

(ScMaM dM AafMtiea No. 4. im vorigeo Hefte) 



§. 6. 
JLra die Gaufsischen Gleichungen eine höchst einfache und elegante Be- 
siehnng swiichen den sechs Bestimmungsstflclcen des sphftriscben Dreiecks 
darstellen, so will ich sie als ein neues System von Grundformeln hetrachten^ 
und das auf die AusdrOcke (1.) angewendete Verfahren auch auf de anwenden^ 
um dadurch lu neuen Relationen au gelangen. Wird lu diesen Gleichungen 
auf beiden Seiten des Gleichheitsseichens + 1 hinzugefOgt, so ergeben sich 
folgende, wie es scheint, noch unbekannte Ausdrflcke: 

. pinK^t+B+C— i80>iuK- ii+g+g + iSOQ ^ sin i(a+6+c)8inK-g+ fc+g) 
' 8in|il O08|a ^ 

8in|il eoa^a ' 

i ainKit+B+C-180*)eosK"-it+^+ C+i80^ ^ •ipK«-»+<^>MPi»+*-c) 

oosjii * eos^a ^ 

eotKit+B+C— *80^MttK-^+B+C4-180*) ^ cosKa-fc+c^cosKa-f*— g) 

cos^il oos^a ^ 

ato|(il->jr+ C+ i SOQsin 1 (ii + g->- C + 180*) ^ »int(o4-ft4-c)c os K-<i+*+0 

sinj^il sin^a ^ 

[eo ai(il— g4-C+i80^coai(il + B- C +i800 ^ eoiKg+*+c>ini(-a-h*+c) 

sin^il sin^a ^ 

■inj (4 -8 +0+ ISO^eosKit + g ~ C+ 180*) ^ •ini(a-t+c)coiK^+*-g) 

eos^il sin^o ' 

eost(il-B+C+i80*)sini(ii + B >~ C+180 ^ eoai(a-6+c)dnK<>+*-^) , 

Diese Gleichungen stellen gewissermafsen die Gaufsischen in weiterer Aus-* 
dehnung dar, und lassen sich, eben so wie diese, durch Einffihrung des Mo- 
dulns in Productenformeln umsetien; i. B. 

slnH^ + »+C~180M)slni(~i4+B+C+18(r)cosi^ 
= ifi.siniasin;^(a+fr+e)sini^(— a+6+c), 
** ^cosK^ + Ä+C-lWOcosH-^ + Ä+C+lSCyOcosi^ 

= m.sinJacosl(a + 6 + c)cosi^(-a+fr+c), 



14. 
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o. s. w. Von den zahlreichen, aas der Division der Gleichungen (14.) ent-* 
stehenden, Ausdrticken mOgen snr Ersparung des Raumes nur folgende hier 
Platz finden: 

tangi(^+Ä+C-180^tang4(-il+B4-^+1800 = taugl(a+6+c)tangK-«+ft+c). 
fg )tangKi*+*+C'-180*) cotK-^ii+^+C+lSO») = tangK«-fc+Otang4(«+6-0* 
tangi(il^Ä+C+180*)tangi(it + Ä-C+180«) = lang Ka+«+0 ooti(-a+6+c), 
taDgi(yi-Ä+C+180^ coti(4 + Ä— C+180') = tangi(a— fc+c) ooti(a+*— o). 

Sie entsprechen den einfachem Ausdrücken tang^(B4-C) cot^(ß— C) = 
i^f^gi{b+c)coi^{b—c) u. s. w., und ihre geeignete Verbindung giebt; 

; cot\(A + B + C-i80' ) 

tangi(a + 6 + c) 

^ coti(- ^il + fl + C+<80')cot|C>l-B+C4-i80^)cotK^ + ^— g-H80*) 
" tangK— o-Hft + <?)tÄngi(a — 6 + c)tangK«+* — c) ^ 

tangK-i* + Ä + C+180«) 



19. 



17. 



tÄngK"~fl + * + ^) 
= tangiC/i+ g+C- < 80°)tangi(i--g + C4-<80^)tangi(il + g-C+180") ^ 

^'^el (a + * f '5) tangU« — 6 + c)tangi(a + 6 — c) 

Die merkwflrdigslen und elegantesten Formeln aber der gesammten 
sphärischen Trigonometrie erhftit man aus der Multiplication der Glddiun- 
gen (14.) und sie mögen daher hier um desto eher einen Platz finden, je 
weniger sie bis jetzt bekannt zu sein scheinen. Sie sind folgende: 

sinU f A-f » + C- IW) = MP Kfl+fc+c>ini(~a+fc+c)8inKg-ft+g)MPiCg-t-ft-g) 
ti. T" -r ; cosiacos^^fcoos^c ' 

*^ * ' ^ coslasin^bsiD^e ■ 

*^* \ '^ ~ ' / cosjacosiftcosic ' 

tong'i (J + iJ+ C-180') = tangi (a+6+c) tang i (-a+6 i c)tang4(a-64-c)tangi(a-f6-c), 
t»n«' i (-i*+B+ C+ 180^) = tangj (a+6+c)tangi (-a+fr^ c) cotl («-ft+O cot^ (a^^fc-c); 



8in|i4sin|£8in|C ^ 

8in*iC-ö + * + c) = 
8ini(ii+g+C-180>ini(-ii+g+C+1800co8i(il-g+Cfl80^)cosKit+B-C+<80*) 

sin^i^cos^Acos^C 
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BmiAfnn{B%mÄC ^ 

^^'\ - 8in^i4ca8.l8co8iC " " ' 

tang'J(fl-f-6-{-c) = 
tangKil^Ä+C-lSO0tangK-^^»H^C^«80*)tÄngi(il-Ä+C+18O'*)tangi(J+B-Ci^l8O^ 

tÄDg*|(— a+64-c) = 
\tangKi*+lf+C-180*^)tangj(-il+B4C+180^) coti(il-B+C+180*) cotJ(i4+fi-C+18C'). 

Fflr den Modolus endlich finden sich folgende nicht weniger merkwardige 

Werthe : 

_ 8inKiiH^gi^C-180")co8K"iiHg+C4^180")co8K^-g*^C^180*')co8K^+g-CVi80") 

C08 \ (a+6-hc)8in \ (-a+ 6+c) aio ^(a-fc+c) sin ^ (a+6-c) 
_ co8Ki«^B^^C-<800Mni(--il^g^C+18008inKA-- g-HC4^180 ^8mK^H'g-CH^i 80") 
"~ 8inl(a-h6+c)co8j(-a+6+c)coB|(a-6+c)co8(a+6-c) 

*®- ) _ >inKi<^g^^ C-<6 0"JsinK-i*-^g^^C^<8008ini(il-gH^Cfl80>o8i(il^g-C4 ^180^) 

_ cosKi44^B4-C-180")co8i(-it^^g4^C^180")co8Kii-g^^C+<80>inj(iH-B- Cf180") 

cos J (a+6+c) cos J (-ii+6+c) cos } (a-6-i-c) sin | (a+6-c) 

§.8. 
Werden Je iwei der Gaufsiscben Gleichungen zusammen moltiplicirt, 
80 ergeben sich, nach einigen Reductionen. die Formeln: 

mn(B+C) _ cosc+cost sin(t+c) _ eosC+eosB 

^. . sinil "" 1 + cosa ' sina ^ 1 — cosil ' 

sin(B— C) _ eos c— cos6 sin(t— c) _ eosC— cosB 

sioil "" 1— cosa ^ sina "* l+coSi4 ' 

oder, mit Znaiehnng von (4.), 

sin(g4-C) ^. cosC+cosg ^. . 

^^ . cosc + cosb ' 8in(fr + c) ' 

^ sin(Ä+{7)^ . cosC— cosg^ .. 

= — ^ — ^— -tangia = — . .. , ^ tangjii. 
cos*— cos c^^* sin(6 + c) ^^» 

Die Gleichungen (21. )9 welche die Functionen der ganzen Winkel und Sei- 
ten enthalten, sind in ihrer Art nicht weniger einfach und elegant, als die 
Gauftiadien. Werden sie daher als ein drittes System von Grundformeln 
belraehtet, und auf ähnliche Weise, wie die beiden ersten Systeme, behandelt, 
so findet sich, wenn man ±1 zu ihnen binzufögt und aus (8.) die nöthigen 
Sobitilutionen macht: 
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'^ ^ 2cosiiinii|68i]ifc ^ 

23 / > ^^ ' ' -' 4eo8|aco84bcos^c ' 

' -co8i(-^+i?+C+180')= j+g ?««-cosfc; :eo8£ 
*^ r r ^ y 4co8|arin^^68in4 c ' 

®'^ ^ l+CO8a + CO86 + C08c' 

"^'^ 1 I • y l + OOSa — COBÄ — C08C' 

28inJ24 8i!i|08iiijC * 

8in{(— a + fr+c) Ä 

/ •[ibi(i+g+C-180*>inK-i*+g+g+<80^)rin|(it->fl+C+180>inK^^ 

'^•V 28inii4co84Beo8|C ' 

.r .... N ooii44-ooBÄ + co8C— 1 ,. ... X — co«il-}-oa8B+ooBC+l 

C08i(a+6+r) ^ . . . . ' . .^ , cobK— «+^+0 = . . .' , . L . .1 , 

'^ ' ^ 4Bkn^AumiBfnn{C ^ '^ ^ n- y 4siiiiildn^Bsin^C ^ 

. ., ... N JfainilamBBmC ^ ,, ... ^ JfsioilsinBsUiC 

wobei der Kflne halber M^ — f eseUl worden ist. Die anter dem Wur- 

m ^ 

leluichen entbailenen Ausdrücke können mit Hülfe der 61eiehon|f (5.) be- 
liebig verwandelt werden. Pflr den Modulus findet man die Werthe: 

, ^ '-4eosiiA^B^C'i80*)toniC-A^B^C ^i 90'')B\ni(iA-B^C^i80*)m^ 

"^ (l-I^CO8a4-CO8frfCO8C)(i-fCO8a-0086-CO8C) 

_ 48mKi^->^g^C-^W)*08inK-^^g^g^i8O")eogi(^-^^C^^8O*)eo^*(^•^^-<^ 

"" (l-oo8a+eo86-co8c)(l-co8«-coBt+coao) ^ 

_ (C08il + €088+ COSC— 1) (— C08 i4 -f C08 B + 0080+ 1) 

"" 4co8|(a + 6+c)co84(— a + 6 + c)8in|(a — 6 + c)Binf(a + * — c) 

(co8it — eoBB + co8C+l)(co8i4+coB8— eoaC+l) 

*^48ini(a + 6 + c)8inl(— e + 6 + c)co84(a— 6 + ü)eoBi(a+*— c/ 

§. ». 
Mit Hfilfe dieser Entwicklangen- Ififst sich eine grofse Zahl never 
Formeln angeben, welche alle sechs Stficke des sphfirischen Dreiecks aof die 
verschiedenste Weise combinirt enthalten. Hangel an Raum verbietet die Aa- 
fflhrnng vieler; daher mögen hier nur einige der merkwürdigeren Plati fin-* 
den, deren Ableitung sich leicht übersehen lifst. Aus (23.) und (24.) fol^: 



2b. 
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C084+C08Ä+C08C-1 = 4cogt Ca.fe^c)«ni(-a^6H-c)8ini (a-frt c)sin4 (g^fe-c) 

smasinfrBinc ^ 

-eo8.1.e«eß+co8C+i = 4"°iC8+*^<>)coH(->^fr'c>iaKa-ft^c)Bini(af6-c) 

sinasinbsiDc ^ 

na / COSa + OOBft + COBC+l = 

sinAmnBÄnC ^ 

cosa— eoBfr — C08C+1 = 

sinilsinSmiiC * 

• Aui+A + B + C-m") = „. <+C08a4-co8fe-fco8c 
^ ' ^ cot^acot^bcotjc ' 

_,i„(_4+B+C+l80«) = ^.l +co8a-co86-co.c 
/ "^ ^ ^ ^ j cot|atoDg46tang|c ' 

* • "^ . ^ . I. , N OOBil+COBfi + COsC—l 

^ (COSit^-COSBiCOBC- IX-COS/l-t-COSB-) CO8C4 l)(C08^-C08B-hCO8C4 t)(c u8.4 I-COBÄ-COSC+I) 

*" 8tn(a+6+c)Bin(-a+6+c)8in(a-6+c)8in(a+6-c; 

"~ (l+0OBa+C086+CO8C)(t ^-C08a-C086-C08cXl-C08a fCO86-CO8C)(l-C08a-CO86+CO8C) ' 

cor4 + co,g+co8C--< ^ „tangK^Ä+C4-lSO«)catK« + 6 + c), 

00fla + COB6 + CO8C + l ^'* ^ jv I I >'» 

eoBa — C080— co8c-|-i 

g{aitrtn"g8m C = cotK-«+ft+«HcoH(a-6+c)+coti(a+6--c)-cotKo+6+c), 

«rinalfclnc = eotK^+B+C-lSOO-cotK-A+B+O+lHO») 

2»./ -cot^c^-Ä+c+ieoo-cotiCii+Ä-c+iso"»). 

l+co»Aeo8fl+co.y-j-co.gco,C ^ eota+cot6 + cotc-c«tK«+6+c), 



28. 



IfBiiiilBinBsinC 

l + C08OC086-|-C0eaC08C+C08AC08C ^.,^.0,/, jortrv »^ — *D >».A. 

msmasinosiiic i>. • > 

t >iigii<t»ngtg + tang^i4tang|C-}-tangjfltansiC-l _ 28in^08inj68in je 

2 "" 8inl(«+ft+c) 



2coBii(oo8igco8|0 Cot4«cot4fr4-cot^acotic4-cot4^6eot4c— 1 
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Endlich, wird noch fflr m gefanden: 

"" -cot4(a+6+c)+eot|(-a-»-6 f c)+cot{(a 6+c)4 cotKa+6-c) 

«10. 

Aufser den bisher gefundenen Gleichungen, welche sAmmUich mm 
(1.) abgeleitet waren, können noch andere angegeben werden, welche durch 
passende Verwandlungen der Grundformel (a.) entstehen, aber den bisher 
gefundenen an Geschmeidigkeit und Elegant weit nachstehen. MultipUdrt 
man die mittelst des Polardreiecks aus (a.) abgeleitete Formel cosii = 
cösasin J?sinC— cosJScosC mit cosa^ und subslituirt dann linker Hand statt cosa 
seinen Werth aus (o.), so erhält man den bekannten Cagnolischen 
Ausdruck : 

31. sin6sinc+co.s6cosccos^ ^sinfisinC— cos£oosCcoa0. 
Hieraus und durch Division der Gleichungen (1.) findet man noch: 

Ort 2 __ i+cos^cogg cosC _ t«hco8ilcot6cotc 

~" 1— eosacosbcosc ~* 1 — eosaootffcotC 

Mit Hfllfe dieser Ausdrücke^ oder auch, wenn man in den beiden lotsten 
Formeln in (7.) cos 6 => cos a cos c — sin a sine cos setzt, erhilt man ferner 
die Gleichungen 

jcosJScosc = colasinc— cot^sin^^ 
/cosCcos6 = cot a sin 6— cot ^ sin C^ 

welche sich auch in folgende Form bringen lassen: 

sinaoosJS = cos6 sin c— sinöcosccos^^ 

sinacosC = sin6 cosc — cos6sincoos^^ 
34. 

sin ^ cos fr = cosJSsinC+sinßcosCcosa^ 

sin ^ cos c = sinJ?cosC+cos£sinCcoso. 

Hieraus lassen sich eine ganie Reihe Ausdrücke ableiten, welche eine Seite 
und den ihr gegenüberliegenden Winkel durch die beiden andern Seiten «nd 
ihre entgegenstehenden Winkel geben. Das Verfahren hierbei ist leicht so 
Obersehen, daher nur die Resultate hier Fiats finden mögen 



7. Breisekneider, Beiträge zur epkäritchen Trigonometrie. 



151 



35 
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. . coaSsiQCcosfr + sinJSooBCoose 
um A = — j , ; ,. . j Bina = 

_ 8in(B4-C)8in(B— O _ 

"" mn^cosCcosc — coBfisinCeoBfr "" 

0082C— OOB20 



2rBiilBco8CcoBc— coBBBinOcoB6) ^ 

. — COBBcOBC+OOBbOOBCBlIlBBillC 

C08fr8iD2C— C0BCBin2B 



2(ßinB coBCcoBc—coBSBinOocBfr) 

_ coBCtangc— co8J8taDg6 
"^ COB Ctaogfr — eoBBtBXigf ^ 



BinftcoBccoBC+coBfraind eoaB 
1— jn'BJn'ftBiii'c 

8in(6 + c)gm(6 — c) 
BinbcoBccoBC— coafrttncooBB 

cob2c— cob26 

"^ 2(8infreo8ccoBC— coBbstnccoBB) ^ 

ooB&coBc — 8in6 BincooB A cobC 

_ C0BC8in26— coBg6io2c 
"~ 2(Biiib cos ccoflC—coBbsiDc 0080) 

_ C086 tang J? — cos c tang C 
~~ coBctangB— cosbtangC^ 



36. 



. _ tanggcoBc-t-tangCcoBb _ tangbeosC+^^^gccoBg 

^»"« —♦««-.©♦— .«rr^.v.i.«^-^ 4 6 "" i^tanfirbtanifccoBBcosC 



tang StangCcosfr cos c — 1 

cos2C— coB2g 
co86Bin2C~co8csin20 ^ 



tangbtangi 
cob2c— co82fr 
cos Csin 2 b -- cos BsiD 2 c 



Um 10 Ausdracken fflr ^A und \ä zn gelangen, nehme man awei Hfllfs- 
Winkel Q und q, so. dafs 

o9 (co80 = — cos^^co8£+8in|^8inBco8e = co8^^cosC— sin^^sinCcosA 
* (€089 =' + cos}a cos b+8in|a sinbcosCs^cosla cosc 4-sin|a sinccosB 

ist. Nennt man dann das sphärische Perpendikel, aas A auf a, p: so ist 
sinp^'wsinbfflnc^ eos^p= 1 -m^sin^bsin'c^ und man findet nun leicht fol« 
gende Formeln: 

<,.A .__ cosC+cosg tri8in(b — c) _ sin g cos r — sin Ceos b 

* "^ 2/(co8*p~cobV(?) "^ 20O8Q "" 2coflÖ ' 



Bin|a = 



C08C— eoBb _ Bin (g 4- CO _ BinbcosC+BinccoBg 
2^(coB"p— C0B*jf) "" 2a»ooB9 "" 2cob9 ' 



eoB 



1 ii — cosC—eosg _ fit8in(b+c) _ singcosc + Bin Ccosb 

* "" 2eOB(? "" 2/(C0B'jf— C08*(?) "" 2/(C08>-C08*0) ' 



— coBc+coB b __ üf sin (B'-C) _ sinbcosC— sinccosg 
^ "" 2co89 "" 2/(coB'p— cos*^) ~~ 2|^(coB*p — co8*g) ' 
1 j _ cosC+oosg __co8C+co8g _ sin gcosc — sin Ccosb _m8in(b--c) 



tangia=: 



singcosc-j-sinOcosb m8in(b+c) 
_ BinbcosC+sinccosg __ Ifain (B + C) _ 



cosC— cosg 

_ COBC— cosb 

cosc + cosb ""coflc-f-cosb "" sinbcosC—sinccosg ""* AfBin(g— Cj 



cos C— cosg 
cos c— cos b 



Es ist aber auch 
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sm^Q =5 cos^— ~ + 8lnJff8mCcos'-^, 

3in^ q = sm^ — ^ — h sin o sm c sin' ——- , 

cos^() = 9in'--^^ + 8mÄsinCsin^ ^—^ 

^ 4t' 

2 % 64-c , • ■ • oÄ4-C 

cos^ = co$'-~ — l-sinosinccos^ — ^^ 
cos^p — cos^P = ^^'""o — l-sinÄsinCcos*— i^, 
cos'p — COS' ^ = sin' — 5 — h sin 6 sm c sin^ — ^ — , 

und es sind mithin ^A und \a durch ^^ C^ 6, c gefunden. Zwischen Q 
und q finden endlich noch die Relationen: 

8ini(jB— C) _ cosQ cos^(jg^-C) _ // cos'p — coeHK 

iiO /^^4(* + "~ cosflf ' 8in^(6 — c)"" r ^eos'p— cos*y/' 

cosK^-O _ •(C0S>~C08*g) 8iD^(g+(7) _ cosg 

co8i(6— ^c) "~ cos 9 ' 8ini(6 + c) ~" •(cos'p— cos'?) 

statt, welche den Gaursischen Gleichungen ähnlich sind. Durch Binfahmng 
des Modulus erhilt man aus ihnen 

_ co8|Cg+C) cosQ _ 8in|(g--C) // cos'p — cos'Qx 
. I "^ 8in4(6 — c) 'co8g "" 008^(6 + c) r^eos'p — cos'j/ 

^ sin ^(g+C) •(c o 8V-co8'g) _ C08Ki>-O «»0 

"^ 8inj(6-|-0 cos 7 "" cosiC^^O ' /(co8*p — cos*?) ' 

und durch Substitution dieser Werthe in (38.) ergiebt sieh: 

c o8|(g4g)co8^(6 -c) _ 8iniCg + C)«ni(t— c) 

/ '^ ' ^^^^^"^ ' 

. 8ini(g4-C)co8i(6 + c) , 8ini(g~C)co8Kft-c) 

C08|4 = ^-^^ ' ^^ — ' — -. C08ia=5 ^-^^ gx ^* 

' cosg ' cosO 

Diese Gleichungen, denen noch vier andere entsprechen, welche den Modali», 
und im Nenner statt der Cosinus von Q und q die Wnrzelgröfsen enthalten^ 
bilden gewissermaftseu eine Erweiterung der Neperschen Analogieen, welche 
Ht^rch Division ans (42.) gefunden werden. 

§11. 
Andere nicht minder bemerkenswerthe Ausdrficke der Xirörsen A und a 
durch B^ C, b, c findet man durch Einführung der Hfllfswinkel: 

(cos2fl =: cos2£cos2C--sin2£sin2Ccosa, 

43 \ 

' /cos2a =: cos26 cos2c +sin26 sin2ccos^. 
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Qiiadrirt man nemlicb die Gleichuiigen (l.\ so findet man: 

i sin 31 =^ sin A cosp, si n a = sin a cos;»^ 
44. ( , sin^a C082a-co82ii 
( "~ siii'a "" co«2a — co82a ' 

mid, mit Hfllfe dieser Werthe, aus (35.): 

I . M cosSsiDCeosft-hsinBcosCcosc 
Vsina = • ^ 

cosfr sine eo80 +eiab coeo cosC 

smo = —^ • 

cosp 

Hat man so % und a aus den Gröfsen B, C, by e gefunden , so geben die 

Gleichungen (43.) folgende Resultate: 

"^ *^ = 8iü26sin2c -» •'" *"* • flin2if8in2C ^ 

) , sin(tt + 6 + c)BiD(-> o +t + c) .^.., ^ _ 8in( g + g + C)8in(g-i?4-C) 
46.^ C08 4il = 8iD2fr8in2c ^' eos,a- Bin2178in2C ^ 

sin(a+t>>c)8iD(a-6 + c) tRnirU« ~ wP(g4-g+C)8in(->g+g+C) ^ 
**^ ^'*"^8in(a+A + c)Bin(-a-f 6-t c)^ *^ ^ 8iD(g+B-.C)8in(«-.B + C) » 

. - 2|/r8in(a + 64-c)8in(a + 6 — c)8in(a — 6 + c)8in(— a + 6 + c)] 

8in2b8in2c ^ 



49 



Jir8in2ii8in2fi8in2C 

OOBiir^ 



47- 



4/[8in(g+fi+C)8in(a+fi-C)8inCa-Ä+C)8inC— g+B+C)' 

. ^/fsJnCg+g+CQsJDCg+g-C^inCg-g+CjsinC-g+B-hC)] 

^^^^- 8in2JBBin2C ^ 

Iii.ttn2a8in2b8in2c 

4/[8in(a +b + Osi^^C^ + b — c)8in (a — 6 + c)8in (--a ■+ b-4 c)] ^ 

und hieraus endlich erhfilt man: 

^ cosgcosC ^ // 8inCg+fl+C)8io(g+B~e)8in(g->B+08in(~g+B+C) \ 

* eosbcose "" f ^sin(a + b + c)8in (a + b — c)8in(a — b4-c)sin(— a + b+^K 

Die Gleichungen (35.) geben auch noch folgende Formeln: 

tanggeoa c — tangCcosb __ tangbeosC— lange cosg _ co82C— eo82ig _ eoB2c— 60826 
tangBeos c + tangCcos b "~ tangb cosC + tauge cosÄ "~ 1 — cos 2 g "~ 1— cos 2a ' 
eosBoosb sinC _ cosBcosb sine _ i — co82g+cos2g— co82C __ 1 -"C082tt-f co82b-"C082c 
oosCcosc'sinB"" cosCcosc sinb""!-— co82g— co82B4-co82C""l— co82a— cos2b+ct»82e* 

Werden nach (43.; die analogen Ausdrücke fQr Q, (S, b, c gebildet, so er- 
hilt man: 

) Jf ' sin^^ sin'ßsin'C = sin^^ ^ sin^Ä == sin B- sin' 8 = sin'C- ain^ S, 



'1 



m^ sin'a sin' 6 sin' c = sin' a — sin' a = sin' b — sin' 6 = sin' e — sin' c. 
and hieraus können neue Relationen zwischen S, $, S, ond a, b, c ab-> 
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geleitet werden, deren weitere Verfolgung jedoch die Grenzen dieses Auf- 
satzes fiberschreiten wfirde. 

S. 12. 

Wird in den Gleichungen (8.) statt sin^ und sina, der entspre- 
chende Werth aus (35.) substituirt, so ergtebt sich, mit Hfilfe von (38.) 
und (42.) 

• .AI I B . ^ jo/ioN 2»in4 68inic8inCff + C) ,. , , ^ 
8inl(/l + B + C— 180') = -T-x — TT ir^ — ^— 5 V^C^os P — <50B'g) 

_ 8 iD|6sin|csin(B + C) 
~ cos 9 ' 

• ./ j I DI /^. joooN 2co8|6eogfcsin(B4-C) ,. , , ^ 
•inK— il4-B+C+180®) = -7~i^ ^ — ^ T— ^-i — ^— 5f^(co8'p — cos'«) 

'^ ' ^ sidAcosccobC— coHfrsmccosfi ^ '^ ^^ 

_ c os^6cosjc8in(g+C) 
" cösg ^ 



51 



tri I » I /> 4QA0N o cosCsiniftcos^c— cosBco»|*smic 

cos4(il4-* + C— 180^) = 2coso ^' , — ^- 5 — r-s — ^ 

'^ ^ cosCsinfrcosc— cosBco868mc 

— <^sCgm 1 6co8 je — co8Bcoe^6co8|c 
"* f^(co8*p — oos'g) ^ 

./ j I D I ^ . jQAii> o co8Cco8|68in4c— co8B8inf6oo84c 

— cosK— -^+*+C+180*) = 2co8g 7=-?-7 — 5 — r-^ — ^- 

' "^ ^ C08C8inbco8c--co8B008b8inc 

_ CO8CCOS j fcsin je — cosflsin j^ftcos^ c 



tangi(A+B + C-180^) = 
-tangfC-^ + Ä+C+iSO^) = 



•(cos'p — 008* q) 
8injtoiDJc8iD(fi+C) 



cosCäin j frcos j c— cosBa 

eQ8i6co8jc8in(g4-C) 
cosCcos^b sin |c — cosB sin jfrs 



C) |// oos*p— eo8*g \ 

>8t68inicr\ cos* 9 / 

// cos*p~>cos*^\ 

in^cfv cos'j A» 



sin4(a+6 + c) = 



2C08Q 



52. 



8ini(-a+64-0 = 



2cobQ 



oo84(a4-fr + c) = 



008 1 gcos i Csip (6 + c) 

co8C8inAco8C— cosbcosBsinC 

C08| j?C08| Csin (b + c) 

•(cos'p — cos'O) ' 

sin j iBsin ^ Csin (6 + c) 

cosesinBcosC— cosfrcosiSsinC 

sin i gsin jC8in(6 + c) 

7(co?p — cos'O) ' 
co868iniAco84C~-co8rco8 j fisin^t 

co8C8inBco8C— cosftcoBAsinC 

COSfrsinj 0CO8 j r~-CO8CCO8|08iD(C 

eo8^ 



2r^(co8'p — cos*(^) 
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CO^C—a+b+c) = V~5 — 2-7J r n ' i^ ' ' ^ ?nC08 p— COS'g) 

^^ « I ^^ coscsmffcosC— co86cofli?BmC 

_ cosc8injflcos^C--co86coB|g8in^C 

"" C08(? ' 

*^-\.„ ., , . , . C08igC084 C8in(6-fc) J/^ C08*p-C08*g ^ 

tangica + * + c) - eoBbsinjAccsjC-cosccoBiBBiDiCiV eo8*(? /' 

tanir*f-a+6+c^ - BiniBs\niCsin(b+c) / Wp-~co8«0 y 

"^ a-t-01-c; - eo8C8inlÄco84C-co8&co8i»8iniC r ^ co8'(? >' 

Fflr die Tangenten bat man auch 

i ,,..,. 8in(6 + c) ,//eoe*p— co8*ON 

tangKa + 6 + c) = eo86tangBl4o8etanglC y C L'g > 

tangl(~a+6+*) = Bmüb + c) J(^P:z^\ 

^*^ «-r^-r^^ co8ccot4C-co86cotlÄrv oo8*(? / 

Durch DiviBion je zweier dieaer AusdrQcke erhält mau 

co8^(il + g + C— 180^) co8Ctang|6 — coaBtangjc 
co8i(— i4+B+C+180*) "" co8Ctanglc— co8Btang|6 ' 
tang ^ ( A + B + C— 180^) _ coaCtang^c— coBgtangjfc 
— tangiC— il + B+C+180*) "" co8C cotic — co8B cot^ft ' 

smiCa + b + c) ^. ^ ^ 

8in^( — a + D-fc) ' ^ ' 

C08i(a + fc + c) _ co86tang|0— coBctang^C 
coBi(— a + 6+c) "^ coffctang^B— 008 b tang j^B^ 
tang^(o4-6 + c) _ co8c cot^C— co8fe cotjB 
tsngiC^a+b+c) " coBbtang^S — cosctang^C' 

Einen eigenthflmlichen Ausdraclc zur Bestimmang von A und a durch B, C, b, e 
findet man durch Addition und Subtraction der Gleichungen (33.); nemlich: 

C08Cc08b + 008BcOBC , ... A 4- ü . .... A— a 

. ■ ' = (iii— l)tang— ^ = (iii+t)tang— 5— , 

cosCcosb + coBBQOBc . ... .A + fl ^ js .il — a 

. ■ . ' — = (m+l) cot— 75— = (w — 1) cot— s— . 

sinfr— sine V I y 2 ^ ^ 2 

§•13. 

Man beaeichne endlich durch R und r die sphärischen Radien der 
, um und in das Dreieclc beschriebenen Kreise ^ so findet man aus 
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den eleganten Aasdrflcken. welche Hr. Prof. C lausen im sechsten Bande 
dieses Journals ffir die Functionen von R und r gegeben hat^ folgende 
Formeln, welche zugleich a» einem auffaltenden Beispiele zeigen^ welche 
grofse Abkürzungen der Gehranch des Modulus herbeifahrt: 

.„ siUilsinÄsiur ^ .^, 

gg / _ 8injC^ + g + C-180^) ^ 8iDj(~.^ + g.f-C+180^) 

tanglatangjfrtang^r tang^a 

_ 8inj(il--g-t-C+180") ^ Biui(^A + B-C+l80') 

tang^fr langte * 

, _ 28in^ ilain ^B8in|g _ msinasinbsinc 
^^'^ " m ~ 28inKö+*+0 

_ sin^(a4-fc + g) sin^C— a+fc+c) 
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cotji4eot{£cotiC ~ cot4i4 

_ sinjCa — fc + c) _ »injCa + 6— c) 
" cötfß ■" cotJC ' 

^ = ^Üi/? ^ 2siDi(a + 6 + c) 

2co8jaco8|6eo8|c sinasinbsinc ^ 

_ 2Rin4i48in^Ssin^C _ sin J sin B ein C ^ 

■" tangT '^ 28inK^+ß+C-180«) ^°* 



/= 



Durch Multiplication je zweier dieser Gleichungen, und angemessene Substi- 
tutionen aus den bisher gefumdenen Formeln, gelangt man zu folgenden, noch 

ganz unbekannten Ausdrftcken: 

tangAtangr 

_ 8ini(i4 4-g+:C-<80') _ 28inja8in{fcm;c ^ sinK^ + g + C-lSO^) 
Üeos^ilcosiBcosiC "" sinjC^' + ^ + c) "* m8in|(a4-6 + c) 
%\ni(—a + h^cj 

= „ginK-^a + 6 + c) ' tangjgtang|Ctang{6tao<?ic 

_ sin^ilsin^gsiniC _ tangj iltangjg + tangj /ItangjC+^^PgT^^Pgi^C^—* 
^m*.c08|aco8ifrco8ic ~" 2 

59 / C08J(i4 + fl)C08JC^ + CjC08J(g+f7) _ 2 

' \'^m*.eo84(a+6)co8l(fl+c')co84(6 + c) 



\ 



cotiacot{fr + cot4acot4<r-f-cot|frcotjc— 1 
_ // tang^iltangjgtapgiC N ^ / /tangj^l lang jg+tang^iitangiC-f tangj gUng^C^-l x 
fv mcot(acotjbcot|c ^ f \ cot^acoti6-f cot|acot|c+eot|frco^c— 1 / 

_—! eosK^f g^ C-<800-hco8i(-2l > g^C4l800-^eo8j(2l-g^C4l8O*>^4 coaKil^^g-C^tSO*) 
"" m* ' cos j(af6+c) + co84(-a+6+c) + co8j(o-6-fc) + co8i(a+6-c) 

»in{( fl-ft-Fc)-f »inj^(a-6-fc)-h Hinj(a>6-c)-8ipj(fl-t-fc 4-c) 

sin i (-ii+gf C+180«) + sin 4 (i4-g+C4 180 ') +^ sinj (il+g-C+180*»)- 8in4<il+Ä+C-l»a*) 

1 cosil + cosg 4- cosr+ Cü8(i1 + ß 4- C- 180'*) 



= m 



m* cosa -f co»6 -f- cosc + co8(a + 6 + c) 
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^ _ eot^A+ cotfg-f cot^C— cot ^A ootjB cotjC 
^ tang|a + taDg4>6 + tang|c — tang)atang|6tang|c 

Die Zahl dieser Aosdrflcke könnte noch sehr vermehrt werden ^ wenn man 
die goniometrischen Relationen swischen den Fonctioiieji dreier Winkel zn 
Htllfe nehmen wollte. Leider sind die letstern bis jeifsl noch so wenig nnter- 
SQcht, dafs man dieselben eher nmgelcehrt aus der sphärischen Trigonometrie 
ableiten mflfste; Die Resultate, welche man erhält, sind gröfstentheils sehr 
elegant, dflrften sich jedoch aas den bis jetzt bekannten Formeln nur schwer 
beweisen lassen. Als Beispiel mögen Tolgende dienen: 

/ BiDKiJ + Jg + C-iSO») 

BinK-^+Ä+C+i80) 

--8int(o+t+0 + »iPi(-g+ft+04-smi(a— fc-^•c)^^sinKfl^^^^-- c) 
"" tinKa+fc+c)— »in4(— a+6+e) + »in4(a— 64-c)4-sini^(o+6— c) 

• ^ C08ic«+*+c) + C08i(— 0+64-0 + C08i(4l--5+c).+ WM4(tt+6-C) * 

8ini(it-f B+C-180*) 
cotA 

— -Bin^(c+fe4-c)+sin^(— a+6+c) + 8in4(o— fc-fc)-f sia^(o+6— c) 
V"" C08Ji(a+A+c) 4- co8^(— a+b-r + co8i^(a--6+o) + CüSj^(a-)-6— c) ' 

8ini(--it + g + C+180^) 
cotA 

sinJC— <i+fc+c) + siP^(g~fc+c) + »ipKg4'fc-<?) — sinKg+fc+g) 
"" — cos^(— a+fc+c) + co84(«— ft+c) + co8i(a-f fr— c>— co8i(a+fr+c) 

02. / _ — 8in|(— fl-f 6+c) + sin^(a— fr+c) + 8in4(a4-t— c) + 8inj^(a+6+c) 
"^ C084(— a+6+c) + c08Kfl— *+g) + co8i(a-(-6— c)-f-co8i(ö+ft+c) 
_ eosK^^^+fr-f c) 4- co8j (g— 6+c) — co8|(a+fe-~c) — cosj (g+6+c) 
"" 8in4(^— a+6+c) — sinKii— 6+c) + 8inKö+*— c)+8in4^(a-f-l-f-c) 

cosjC— a+6+c)— cosKo— 6+c) + co8|(a+6— cj— C0Bj(a-ft4-g) 
sin^C— a+6+c) + sin^Co— 6+c) — siu j (a+ 6— c) — sin^ (a+fr+r) 

n. 8. w. Endlich bemerke man noch fflr den Nodulos den Ansdruck : 

, mn.^j^''A^B*C^m''^^B\n*i(A'-B^(^^ 

sin' J (-a+6+c) + 8in*4(a-6+c) + sin'^ (a^b-c) + 8in"| (a+6+p) 



Das bisher Gesagte wird hinreichend darthun, welch eine unerschöpf- 
liche Menge von Relationen das sphärische Dreieck darbietet; zugleich aber 
kann man auch daraus entnehmen, wie die zur Rechnung dienenden Formeln 

OraHe*! Jouraal d. M. Bd. XIH. Ptt 2. 21 
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keioesweges die wichtigsten sind, oder sich etwa vor allen andern darbieten. 
Es kann daher nur den einfachen Gang der Entwicklung stören, wenn man 
dieselben zuerst vor allen andern, oder ganz allein, suchen will. Überdies 
werden alle diese Formeln, wenigstens die der ersten acht Paragraphen, anf 
einem so elementaren Wege gefunden, dafs ihre Ableitung auch dem An-- 
fänger nicht schwierig fallen kann; und es wäre daher wohl zu wQnschen, 
dafs die Lehrbächer der Trigonometrie mehr von den gegebenen Resultaten 
aufnähmen, als es bisher zu geschehen pflegte, um so mehr, als gerade die 
sphärische Trigonometrie, bei zweckmäfsiger Behandlung, geeignet zu sein 
scheint, dem Anfänger Sieberheil and Gewandheit im anaJytischen Calcal zu 
erschaffen. 
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8. 

Einige mathematische Sfttze. 

(Von Herrn S. Loewenstem, Cand. pbilos. zu Dorpat.) 

(Schlasa dea Aofgatzes No 3. im vorigen Hefte.) 



IL 

Über die Bestimmung des Werthes des Kettenbruches 
1 nach der Zahl der Glieder*). 



.+'- 



o-f- 



a . . . • 

§. 1. Jüis sei X die Anzahl der Glieder des Kellenbracbes^ und \p(x) die 
zu bestimmende Function, so findet man, per inductionem: 

80, dafs, wenn im Allgemeinen 9 eine ganze positive Zahl. 

{x-ml j 2 3 ; ' 

SP X \ 

und r = "o* ^^^^ ~^ ^^'^ J^ nachdem x gerade oder ungerade ist: 

2. <p(x) = a'+ (x~l)pV^*- V(jJ-2)f -V-*- . . . + (ar-r)?-"'»^''; 
ein Ausdruck der nur dann reell, wenn x eine ganze positive Zahl zwischen 
Null und Unendlich, oder Null selbst ist. 

Um sich von der Richtigkeit dieser Formel zu öberzeugeUii bemerke 

man, dafs man, wenn man in if'{x+\) ~ ^ , unter der Voraussetzung, 

dafs (1.) Für alle positive ganze Zahlen von x^i bis x = x wahr sei, fflr 

VC«)-» ^ n substiluirl, erhält: 
^ ^ ' q>(x) ' 



y(3?) 



^^ afp(ip)+p(x—i) 



*) Mau sehe pag. 87. den lU'*" Bandes des gegennrartigen Journal». 
**)So bezeichnet Bartels. 
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Allein man findet, nachdem man fflr (p(x) und (p{x—i) ihre ent- 
wickelten Werihe gesetzt bat, vermöge der Bemerkung, dafs allgemein 

wenn e eine ganze, positive Zahl ist: 

3. v(a?+1) = a(p(x) + (p(x'-i) 

Daher y(a?+1)=s T . j. ; also ist auch dann (1.) für x^x+1 wahr. 

Nqd ist es aber fflr x = l wahr, also auch fflr x=:2, etc., und endlich fflr 
X gleich jeder ganzen, positiven Zahl. 

Wenn man von <p{x). als zur Bestimmung des Werthes des Ketten- 
brucbes nöthig, abstrahirt, so kann man dem Ausdrucke derselben eine allge- 
meinere Form geben, so, dafs er fflr jeden reellen Werth von x brauchbar 
sei, wie auch (3.) statt finde; nemlich: 

4. (fix) = ö*+(a:-l)a'-"*+(a:-2)?ö-*+(a?-3)?a'^: 
eine Reihe, welche sich schliefst, sobald x eine ganze positive Zahl ist, mit 
{x-rX, wenn r dieselben Werüie wie in (2.) hat, und sich sodann trans- 
formiren Iflfst, indem man in Betracht ziehet, dafs 

{x^p)f - {x-p)^'^'''^ = (a:-/?)r'^ 

wo p eine ganze positive Zahl und kleiner als ^ oder ^"^ , je nach-r 

dem X gerade oder ungerade ist. Femer, wenn man nach und nach in (3.) 
a^ = l, s=0, ="— 1, etc., macht, so findet man 9(0)=^ 1, ^( — 1)==0, 
y(-2) = »(0), y(-'3) = -9(l), y(-4) = y(2), 9(-5) = -.(3), etc. 

§. 2. Zufolge der Betrachtungen im vorhergehenden §. lassen sich 
mehrere Eigenschaften dieser Function finden. Denn setzt man in (3.) fflr 
a, </)(!), so ist 

(p{x) = y(l)y(a?-l)+y(a?-2). 

Substituirt man in dieser Gleichung für y (d?— 1), 9(1)9>C^— 2) +9>(^— 3), 
so folgt i/)(x) = (9)(l)y(l)fy(0))y(a?-2)+y(l)y(aJ-3) = </^(2)y(a?-2) 
+ (p{i)(p{xS); substituirt man wiederum in dieser letzten Gleichunf für 
y(a?— 2), y(l)y(a?-3) + yi.^— 4), so erhält man 

ifix) = (<f(l)y(2)+ v(1))y(x-3) + vK8)v(^-4) = ifi,ö)ip{x^3)+q>{2)(p{x-'A). 
Man siehet hieraus, dafs noth wendigerweise, nach (y— 1) auf einander folgen-- 
den Substitutionen, 

(p{x) = 9(y)y(x— y) + y(y— l)y(j?-y-l). 
Setzt man in diese letzte Gleichung fflr x, x+y, so folgt: 
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so, dafs X oder y, wie aus der Ableitung zu ersehen ist, eine ganze po- 
sitive Zahl sein mufs. 

Macht man in (5.) y= -(x+t)^ so ergiebt sich: 

daher denn ^^^'^""^^ = — ^, "T \ und x nothwendig eine ffanze. und zwar 

^(—a?— 2) \^(px) ® ® 

positive Zahl ist. Man hat also (p(—x-i) = ±l(p{x'-i)^ und 9(— jc— 2) 
^ ±i'(p(x)^ wo ^ ein unbestimmter Coöfficient, fOr welchen aus $. 1.^ jtl 
folgt, je nachdem x gerade oder ungerade ist. Daher 

6. y(-w) = ±y(ii-2), 

so, dafs plus zu nehmen ist, wenn u eine gerade positive Zahi^ und 
minus y wenu tf eine ungerade positive Zahl ist. Hieraus folgt, wenn 
man in (4) statt 4 y^ — y setzt, dafs: 

7. ^(a:-y)=+y(a?)y(jf-2) + 9(x-l)y(y-l), 
so, dafs die oberen Zeichen zu nehmen sind, wenn y gerade, und die 
untern, wenn y ungerade ist, und x und y ganze positive Zahlen sein 
müssen. 

Und aus (5.), (6.) und (7.) folgt: 

8^ \<p(^+y)±(p(^-y) = 9{^){9(y)+viy-^)) »»* 

hp{x+y)'^(p{X'-y) = y(sf-l) (» (a?+l) + y(a?-l)), 

unter derselben Bedingung, wie in (7.). 

§. 3. Wenn man in y(x) = ayi^x — l) + y(aJ— 2), für y(a? — 2), 
ay(aj— 3) + y(x-4) substituirt, sodann für y(a:— 4), ay(a:— 5) + y(a:— 6), 
und diese Substitutionen bis ^(x— 2^) {exclusiee) fortsetzt, w*o q irgend eine 
ganze positive Zahl ist: so erhftlt man: 

y(a?) = fl(y (x— l)+y(a?— 3) + y(ar— 5). • . . +9(x— 2jf+ 1))+9(9*-29). 

Snbstitoirt man ferner, in der so erhaltenen Gleichung, für ^(x— 1), a(p(x--2) 
+y(ap— 3), sodann für y(x— 3), ay(x— 4) + y(a?— 5), o. s. w. bis y(^— 2^+1) 
(aarcftffire), so findet man: 

<p{x) = a^{<p(x-2)+2(p{x-A)+S(p{x-6),... + {q^i)(f{x-2q'^2)) 

+qa(p{X'-2q+\) + (p{X'-2q). 

Fährt man auf die vorige Weise fort, so erhfllt man, wenn n<iq+t und 
eine ganze positive Zahl ist: 



162 8. S, Loewensternf einige mathematUche Säize. 

9. (p{x) = a*(y(x— ii) + fiy(x— w -2) + («H-l)?y(ir— «— 4) 

+ (5+2)?<p(a:-fi-6).... + (9~1)r*y(a:-2y+it)) 

wo X jede reelle Zahl sein kann. 

Es braucht kaum bemerkt zu werden, dafs 1, n, (n+i)f, {n+2)f 
u. s. w. auf einander folgfende figurirte Zahlen der n^ Ordnung sind, und 
1, q, q^i qcf u. s. w. die Binomialcodfficienten der q**^ Potenz, der Folge nach. 

Setzt man in (9.) n = q, so ergiebt sich : 

10. <p{x)=^(p{x-2q) + qa(p{x-2q + i) + q!d'(p{x-2q'\^2) 

+ 7!(f{x-2q+S).... + q^r^a'-'ip{x-q+2)+qr'a'''\{x-q+l) 
+ q7af^(p{x-q) 
för X, wie in (9.). 

§. Vergleicht man die Cofifficienten in (4.)) für den Fall, wo x eine 
ganze positive Zahl ist, mit der Tabelle der BinomialcoSfficienten: 

1 
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1 












3 


3 


1 










4 


6 


4 


1 








5 


10 


10 


5 


1 






6 


15 


20 


15 


6 


1 




7 


21 


35 


35 


21 


7 1 


• 


8 

• 


28 

• 


56 

• 


70 

• 


56 

• 


38 8 1 

• • • 



Bo findet sich, dafs sie, der Ordnung nach, dieselben Zahlen sind, die sicli 
in der Zeile finden, welche schräg von der (r+i) bis zur (x — r+1) hori- 
zontalen Reihe, von oben gezählt, gehet, und dafs die Summe dieser Coef- 
ficienten (p{x) ist, wenn man darin a = l setzt-, also der Nenner oder Zähler 
des erzeugenden Bruches eines Kettenbruches, dessen Glieder von der Form \^ 
und deren Zahl x oder x+i ist. 

Endlich will ich noch bemerken, dafs die Reihe 

0, y(0), r/)(l), ipx2\ y(3), y(4), y{5), U.S.W, 
eine wiederkehrende ist, für welche yx — af/?(x— 1) — y(a' — 2) = 0. Man 
findet daher, durch Summation, för a =^ i: 
11. (pU'^i)^(pix-\) + (p{x-2) + (p{x-S).... + (p{2) + (p{t) + (p{0)+i. 
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m. 

Einiges über die Flächen. 

Hirster Lehrsatz. Wenn man aus einem beliebigen Puncte einer (lei- 
tenden) Fläche, deren Gleichung 

1. v4ar>fiy'*+C«'' ^ L 
ist, nach einem beliebigen Puncte einer zweiten (erzeugenden) Flache^ 
deren Gleichung 

ist (in welchen Gleichungen A, B, C, L, Af, beliebige reelle Gröfsen, jedoch 
L und ^ nicht negativ sind: n eine ganze Zahl, x, y, Sy die Coordinaten 
eines beliebigen Pnnctes der OberfiSchen, und p, q^ r, diejenigen eines be* 
stimmten Punctes in Bezug auf das nemliche, nicht nothwendig recht- 
winklige Axensystem bezeichnen), eine gerade Linie ziehet, und sie in dem 
bestimmten Puncte an der Fläche als unveränderlich fest ansieht; ferner die 
Linie, indem ihre Länge dieselbe bleibt, mit sich selbst parallel so herum 
führt, dafs sie mit dem andern Endpuncte nach und nach alle Puncte der 
ersten (leitenden) Fläche berührt: so entsteht durch die auf einander 
folgenden Durchschnitte der hemm geführten Fläche (der erzeugenden), 
wenn n ungerade ist, eine Fläche, deren Gleichung 

3. A{x -pT+B (y - qy+ C {z- ry = (L" + Af")- 
ist, und wenn n gerade ist, entstehen zwei Flächen, deren Gleichungen in 



1 

in 



4. i4((r-p7+B(y-9T+C(«-r7 = (L"±iJf)' 
enthalten sind, wo 

5. p'^zp-^a, q^q — b, r' = r — c, 
und a^ by c, respective die Werthe von x, y, ;», der Coordinaten desjenigen 
Punctes der leitenden Fläche sind, aus welcher die Linie gezogen wurde. 

Beweis. Der Deutlichkeit halber wollen wir den einen Endpunct 
der herumgeführten Linie, der die leitende Fläche berührt, zum Anfangs- 
Pancte eines dem angenommenen parallelen Hilfs-Axensystems machen, so, 
dafs also, durch die parallele Fortbewegung der Linie, auch dieses Axen- 
System sich selbst parallel fortbewegt. In Bezug nun auf dieses Hilfs-Axen- 
System wird die Gleichung der erzeugenden Fläche sein: 

A{x'-'py+ß{y'^qy+C{z'-7'Y=^M, 
^0 ^\ y\ ^' di^ Coordinaten eines Punctes dieser Fläche in Bezug auf das 
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Hilfs-Axensystem bedeuten, und p\ q\ r und die abrifen Buchstaben bereits 
bekannte Gröfsen bezeichnen. 

Hieraus gehet hervor: dafs die Coordinaten p^ q^ r, während der Be- 
wegung der erzengenden Fläche^ als verflnderlich betrachtet werden mitssenii 
und ffir jeden Moment der Bewegung 

7. p=p'+rt, q-q'+ßf r—r+y 
sein werden^ wenn a, ß, y die Coordinaten des Punctes sind, in welchem 
die Linie in diesem Momente die leitende Flflcbe berührt. 

Setzt man nun diese Werthe von p^ q, r in die Gleichung der er- 
zeugenden Flfiche, in Bezug auf das erste Axensystem» so erhilt man: 

8. A{x -^'-. ay+ B(ff ^ q'-ßr+ C(» - r'-^yY «^ ^• 

Verftihrt man nach der bekannten Methode, um die GMohung der er- 
zeugten Flfiche oder Flächen zu finden, so muTs man die Gleichung (8.), in 
Bezug auf a, ß, y, differentiiren. indem man x, y^ s als constant betrachtet, 
und erhält sodann: 

und auch die Gleichung der leitenden Fläche, nachdem man in dieselbe statt 
^f Vf.^f r^^P- ^9 ßy Y gesetzt bat, wodurch sie 

10. Aa^+Bßr+C/'^^L 
wird. In Bezug auf a^ ßj y differentiirt, ergtebt sich die Gleichung 

11. i4a«-Ma + Ä/J-*rf/Ö+Cy"~^/fy = 0. 
Aus den Gleichungen (9.) und (11«) folgt: 

Aus diesen Gleichungen und der Gleichung (7.) oder (9.) erschliefst 
man die Nothwendigkeit (n mag gerade oder ungerade sein), dafa immer 

13 g-p'~a ^ y-g^-^ ^ s-^r>— y 

daher 

WO A eine noch zu bestimmende Gröfse ist. 

Substituirt man die aus den Gleichungen (14.) gefolgerten Werthe 
von fk, ßj y in die Gleichung (8.) und redudrt, so findet man, indem 
man setzt: 

15. A Kx.-py^ ß(y ~9T+ C(z -/)' = s, 

16. {\-iys = M. 
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Aliein 

17 1» = ^'»" ^ ^'^' - Cr" _ l 

also t 

18. i=+~. 

in dieser und in den folgenden Gleichungen muts von den doppelten Vor- 
seichen nur plns allein genommen werden, wenn n ungerade ist. 

Den Werth von l aus der Gleichung (18.) in die Gleichung (16.) 
snbstituirt, giebt 

19. S*±L- = jr; 
daher 111 

20. S** = if"±/i% 
oder ^ 1 Ix» 

21. S = U"±M-;; 

und so ergeben sich, vermöge (15.), die Gleichungen (3.) und (4.). 

Erste Anmerkung. Wenn man die Gleichungen (3.) und (4.) mit 
(1.) und (2.) vergleicht, so ergiebl sich: 

1) Dafs wenigstens Eine Flfiche erzeugt wird, die der leitenden und 
erzeugenden Ähnlich ist, wenn L und M nicht Null sind. 

2) Dafs nur Eine Flflche entstehet, die der erzeugenden oder der lei* 
tenden allein, oder beiden zugleich, gleich und fthnlich ist, je 
nachdem L oder M allein, oder beide Null sind. 

Zweiter Lehrsatz. Wenn man den ersten Lehrsatz nur dahin ab- 
ändert, dafs die Gleichung der leitenden FlAche 

22. Aa^ + Bff'^+Hn = 0, 
und die der erzeugenden 

23. Ai^x-pY+Big-qf+Kifk'-r) = 
ist, in welchen Gleichungen H und K zwei beliebige reelle. Jedoch nidht 
negative Gröfsen, die flbrigen Buchstaben aber dasselbe anzeigen, wie im 
ersten Lehrsatze: so entstehen, wenn n ungerade ist, zwei Fliehen, deren 
Gleichungen enthalten sind in: 

24. A{x^py^B(y-q'y+(H^±K^'T {fk^r') = 0, 
und wenn n gerade ist, entstehet eine Fläche, deren Gleichung 

25. Aix^pr+B(g-qy+{H^ ±K^y (a-r') = 0, 
wo p', q', r, dieselbe Bedeutoag wie im ersten Lehrsatze haben. 

OnUt't Jourual d. M. Bd. XIII Hft. 2. 22 
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Beweis: Um auch hier nicht xu wiederholen« wa6 schon in der Ein- 

leilong zum Beweise des ersten Lehrsatzes gesagt worden ist^ so werde, 

auf dieselbe zurflckweisend , hier sogleich statt der Gleichung (22.) die 

Gleichung 

26. An'+B/r-\-Hy -= 0, 

und statt der Gleichung (23.) die Gleichung 

27. A{x-p-ay+B{y--q^ßy+K{i-r''-y) = 
geschrieben. 

Diese Gleichungen differentiirt, geben re^p. 

28. nAoT Ua-\nBß''^'dß^Hdy = 0, 



uud 



daher 



29. nA{x'-p'-ay''da + nB{y-q'-liydß+KdY = 0. 
Aus den Gleichungen (28.) und (W9.) schliefst man: 

Und aas diesen Gleichungen folgert man nothwendig: dafs 

^1. __ _ .., 



32. --,.-A_,..,^„^«[n 



wo + zu nehmen, wenn n gerade ist. 

Setzt man nun die aus den Gleichungen (32.) gezogenen Werthe von 
a^ ß, in die Gleichungen (26.) und (29.), so erhfllt man, indem man in bei- 
den Gleichungen den Werlh von y bestimmt. 

Qo -A>(it(x^pr+B(y-^ )») _ (J ->A)«(.ICi?-^pO> + gCy-^)» + |f(s->r^)) 

In diese Gleichung nun fär l seinen Werth aus (32.) gesetzt, Qjid 
berfleksiditiget , was in Hinsicht der Zeichen gesagt worden, findet man die 
Gleiohongen (24.) und (25.). 

Zweite Anmerkung. Vergleicht man die Gleichungen (24.) und 
(25.) mit den Gleichungen (22.) und (23), so folgt: 

1) Dafs, wenn weder H noch K Null isty wenigstens Eine FlAcbe 
entstehet, die sowohl der leitenden als der erzeugenden ähnlich ist 

2) Dafs nur Eine Flfiche erzeugt wird, die entweder der leitenden 
oder der erzeugenden allein, oder beiden zugleich gleich und Ahn- 
lich ist, je nachdem H der K, oder beide Null sind. 
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Dritte Anmerkung. Es leuchtet ein. dafs in beiden Lehrsitzen 
jedes Axen-Syslem, welche» in fester Beziehung zur erzeugenden Fläche 
stehet, durch die paraliele Fortbewegung der Verbindungslinie, auch mit sich 
selbst parallel rortbewegt wird. 

Vierte Anmerkung. Wenn anfänglich der Punct (p, q, r) mit dem 
Puncte (a^ 6> c) der leitenden Fläche zusammen fallt, so folgt aus den 
Gleichungen {b,\ da 

34. p^(*, 9 = 65 r=^c: 
35. p'^q^ r - 
Also verwandeln sich sodann die Gleichungen (3.), v.4.), (24.) und 
(25.) resp. in 

36. 

37. Ax'' + Bf+Cz>'' - (l^±^-), 

38. yia-^^ + A?y" + U/'*~*±Ä'"-V « = 0, 

39. A-x'^+By^' + ^W'-'-vK"-") » ^= 0. 

Zugleich ergiebt sich in diesem Falle aus den Gleichungen (7.): dafs, 
wenn mau gleich Anfangs den Punct {p, q, r) in fester Beziehung zur er* 
zeugenden Fläche sich vorstellt, dieser Punct, bei Fortbewegung der Fläche, 
immer auf der leitenden Fläche bleiben wird. 

Ffinfte Anmerkung. Da die Gleichungen zweier Flächen vom 
zweiten Grade, deren Hanptaxen einander parallel sind, in Bezug auf <iie 
Hauptaxen einer dieser Flächen, wenn. sie im Aligemeinen einen Mittelpunct 
haben, auf die Form der Gleichungen (1.) und (2.), und wenn sie im Allge- 
mdinen einen Scheitel haben, auf die der Gleichungen (22.) und (23.) ge- 
bracht werden können, so folgt: dafs die obigen Lehrsätze auf alle Fläohen 
vom zweiten Grade anwendbar sind, und so ergiebt sich, vermöge der drei 
ersten Anmerkungen, folgender Lehrsatz: 

Dritter Lehrsatz. Wenn man aus einem Puncte einer Fläche vom 
zweiten Grade nach einem Puncte einer anderen, jener ähnlichen Fläche., 
deren Hauptaxen den Hauptaxen jener resp. parallel sind^ eine gerade Linie 
lieht, und sie in diesem Puncte an der Fläche als unveränderlich fest be- 
trachtet: darauf die Linie, indem ihre Länge constanl bleibt, so herum fahrt, 
dafs sie mit dem andern Endpuncte nach und nach alle Puncte der ersten 

22* 
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Flüche beröhrt, während sie mit sich selbst parallel bleibt, oder, was dasselbe 
ist^ so, dafs die Uaaplaxen der beiden Flüchen resp. einander parallel blei- 
ben : so entstehet darch die auf einander folgenden Dorchschnitte der be- 
wegten Fläche, wenigstens Eine jenen beiden ähnliche Fläche. 

Sechste Annerkung. Da die Gleichungen aweier parallelen Ebenen 
immer transformirt werden können in 

40. Ax+By+C* = 0, 
und 

41. ^(x-p) + Ä(f-5f)+C(»-r) = 0: 

so erhält man, vermöge des ersten Xehrsatses, ond auch vermöge des awei- 
ten, indem man n == 1 setzt, fflr die enengte Fläche die Gleichong der er- 
sengenden Ebene; was sie wirklich sein mufs. 



IV. 
Beweis der Gleichung 

n 

wenn allgemein 

*^ -^r^T" 3 4 .... f» nnaa. --«. , 

a eine ganze positive Zahl, und n— 3ra2 oder 1, je nachdem 
n gerade oder ungerade ist 

JL/er Beweis dieser Gleichung läfst sich durch Induction ffihreik, indem man 
zeigt: dafs, wenn die Gleichung wahr ist, fflr alle Werthe von n, von ««1 
bis n s n = irgend einer ganzen positiven Ziahl, so wird sie auch f&r n =s n^^l 
wahr sein; und swar auf folgende Weise. 



*) Die Gleichung nur allein, und so bezeichnet, findet sidi im ersten Bande der 
matheaL Analysis von Bartels. Dorpat Sckämmamu 18S3. 
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Ans der Gleichung (1.) folgt: 



»• ifi ''+"-'^"'' = .-5S7)(»'+-''')'-''"-iTi («('+"-»> 



e 



-^(^f{x+n-^b)r*''-'~-i(^m<'+>»-vr^—' 



X 



Aber aas der nemlichen Gieichnng ergiebt sich, wenn man nach und nach 
darin n^n^-i^ =rj|— 3, =ii— 5, bis ii = l oder 2 {mcbuwe)^ je nachdem n 
gerade oder ungerade ist, setzt: 

3- ( (x+Ä-.6)r*-^ 

Snbstitoirt man nun die so erhaltenen Werthe fBr {x-^-nSy^^^^ 
(x+H'-byr^^^ Q. s. w., in die Gleichung (20^ nnd ordnet sie auf die Weise, 
dafs die letsten Glieder der Werthe, die alle gleich sind, unter einander su 
stehen kommen, so erhfllt man: 






Nu ist 

ferner ist, wenn man durch P die Summe der Coöfficienten von (x-f m— 2g)p^^^'^ 
in der Gleichung (4.) bezeichnet: 

Addirt man diese Gleichung, in umgekehrter Ordnung, zu sich selbst, so 
erhält man: 
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l -2(it+l)F 

Da nun (l)?"^' =0, wenn q eine ganze Zahl und gröfser als Null ist, so folgt, 
da q hier diese Eigenschaft haU dafs 

Und so folgt, vermöge der Gleichungen (5.) und (8.), aus (4.), dafs, 

Nun ist die Gleichung (1.) für n = \ wahr^ also auch fflr n = 2; da- 
her auch ffir i» = 3, u. s. w. ; und folglich fflr jede ganze positive Zahl. 
Schliefslich möchte noch zu bemerken sein, dafs allgemein auch 

( ^A.n ^ ^-^-'.^ (^'- (« -5)').(x-'-^( w ~5-2)').(a:'^(>i -^ 5-4)0. . • • ^ oder (a;'~l) 

je nachdem {n — b) eine gerade oder ungerade ganze Zahl ist. 
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9. 

Über die Convergenz und Divergenz der 

unendlichen Reihen. 

(Von Herrn E. E. Kummer, Dr. phil.) 



±Jn noch kein allgemein gültiges Crilerium der Convergenz und Divergenz 
der Reiten gefunden worden ist. so habe ich eine Methode gesucht, nach 
welcher eine jede unendliche Reihe geprüft werden kann, oh sie einen 
endlichen Wertb habe oder nicht; diese Methode ist in den folgenden Sitzen 
enthalten. 

Ich nehme zu der Untersuchung folgende allgemeine Form einer 
Reihe, in welcher jedes Glied als Function seines Stellenzoigers betrachtet 
wird: 

12 3 4 » 

1. A + A-^-A + A-i- \-A""^ 

und setze voraus, dafs die Reihe von der Art sei, dafs, von einem bestimm- 
ten Gliede an, alle folgenden das nemliche Vorzeichen haben, welches posi- 
tiv angenommen werden soll. Da auch jede Reihe, in welcher positive und 
negative Glieder vorkommen, sich in eine solche Reihe, durch Zusammen- 
fassen mehrerer Glieder, verwandeln Ififst, so reicht die Untersuchung der 
obigen Reihe für alle Reiben hin. Dafs kein Glied der Reihe unendlich sein 
darf, versteht sich von selbst. 

Um nun zu bestimmen, ob die Reihe convergire oder divergire, das 
heifat; eine endliche, bestimmte Summe habe, oder nicht, bilde man aus den 
Gliedern derselben folgende identische Gleichung, in wcflcher eine beliebige 

Function des Stellenzeigers k, m, und eine beliebige Constante a (welche k 
nicht enthalt) vorkommen: 

2. A + A-\ — ' + A = (w + W'\- -f CO ") . 

a ^ ' a ' 

wo der Kürze wegen gesetzt ist: 

Wird dieser Werth des la in die Gleichung (2.) gesetzt, so zeigt sich 
sogleich, dafs dieselbe vollkommen identisch, also allgemein gültig ist« Es 
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k k 

soll nun m eine solche Function von k sein, dafs mAy von einem gewissen 
Werthe des k an^ positiv sei, und wenn k in's Unendliche wfichst^ sich der 
Gränze in's Unendliche nähere; ferner soll a eine positive Constante sein. 

Wenn nun die Gröfsen (o^ w, lo, etc. alle positiv, oder auch gleich sind, 
so ersieht man aus der Gleichung (2).) unmittelbar, dafs« so grob auch die 

ki-l k-^% ik-fS H-» 

Zahl H angenommen werden mag, die Summe der Reihe ii + ^+il+*'--+^ 

^ «^ k k 

mA ^ mÄ 

stets kleiner sein mnfs, als — , und dafs also, wenn qi>>0 ond -— nicht 

k^l M-l JH-S 

onendiich grofs, das heifst a nicht gleich ist, die Reihe A + A + A+***' in 
inf. nothwendig convergirt. Die Bedingung €ü>0 giebt, nach der Gleichong (3.): 

k k k-ri 

mA /» . .V+/ ^ 



a 


\a T-V^^v. 


oder 




4. 


k k 

mA *+» ^ 
A - 


Man setse nan, im Allgemeinen: 




5. 


k 1 




A 



SO findet sich folgender Lehrsatz für die Convergenz der Reihen: 

I. Wenn A das allgemeine Glied raier Reihe ist, in welcher, von einen 
bestimmten Gliede an, alle folgenden positiv sind, and man eine Fnactioa 

k k k 

m, deren Werthe positiv sind, von der Art finden kann, dafs mA^O 

k k 

mA ^'^^ 

für Jr=oc, nnd dafs die Quantität f{k) = i4.r — >» gröfser als ist, für k=^oo: 

A 

so ist die Reihe convergent. 

Dieser Satz reicht aber noch nicht hin, um zu bestimmen, ob eine 

k 
Reihe convergire oder divergire; denn, fftnde man keine Function m, wie 

der Satz solche verlangt, so wflfste man gleichwohl nicht, ob die 

Reihe divergire oder dennoch convergire. Deshalb »oll nun noch eine Bedia- 
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k 

gong anfgesacbt werden, unter welcher die Reihe, deren allgemeines Glied A 
ist, gewifs divergirl. 

Die Gieichaog (5.j giebt: 

6. mA-^m A = A f{Jk). 
Wird in dieser Gleichung statt k gesetzt: Ar+1, Ar+*^^ A+3, etc. in inf., 

so erhfilt man, weil mA-0^ fDr Jr=0c, dnreh Addition aller dieser 
Gleichungen : 

7. mX = *i'.AÄ)+'iV(*+1)+'^V(* + 2)+---- in inf., 
oder, wenn durch f{k) dividirt wird: 

* k A-f-2 ik+J 

Wenn nun f{jk) sich immer mehr der nAbert, je grOfser k wird, 
so sind alle Coefficienten der einzelnen Glieder in der Reihe (8.) kleiner 
als die Einheit, und folglicb ist: 

9. ^<i4 + .4+il+— • in inf. 
Fflr k^oo mafs aber die Reihe rechts gleich werde«, wenn sie Ober- 

k k 

mA 

baupt conyergiren soll; also mufs, nm so mehr, die Qnantitit jtjt^ ftlr A= oo, 

gleich Null werden, wenn die Reihe convergiren soll. Dies giebt, wenn im 

Allgemeinen gesetzt wird: 

k k 

10. if{k) - ~^-^ 
folgenden zweiten Lehnsatz Ober die Divergenz der unendlichen Reihen: 

k k k 

IL Wenn m eine solche Function von k ist, dafs mA^O^ für ür = oo, 

k k 

mA ^* 

und dafs die QuantitAt f (Ar) = -j^^ — m, fflr Ar = oo, ebenfalls gleich wird, 

A 

k k 

mA 

die QuantitAt (p{k) = jTj\ aber, fflr k^oo^ nicht gleich wird, so diver- 

k 

girt die Reihe, deren allgemeines Glied A ist. 

Es soll nun gezeigt werden, dafs diese beiden SAtze zur Restimmung 
dar Convergenz oder Divergenz einer jeden Reihe vollstAndig hinreichen; 

oder es soll gezeigt werden, dafs die Function m immer so gewählt werden 

CralU'i Journal d. M. Bd. XITT. H(t 2. 23 
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I« dafr eine der Oaantititeo fik) oder ip{k)^ (tr k=^oo. mkkt gkidb 
wM. Wird todano f(k)>0 aod rf(Jr) = 0. Ar ifr=rao, to conTerghi die 
Befte. Meh dem erften Saixe; wird aber f(k\=^0 wid ^{k)>0. ao direr- 
firt fie^ nach dem zweiten Satse. Dar« aber eiae der Qaantiliteii f(k) oder 
f fiv. Hü k=^ ^^ verscbwiodeD mofs, foljrt daraus, dafs« nach Gleichaof (10.), 

mA-r',f(k).(f(k) and mA = 0, für k^oc. 

Weno die Reihe, deren allgemeines Glied A ist, convergirt, so nehme 

mm für m die Function, welche dorch folgende Gleichnng besümmt wird: 

i ; Ml i-h^ *f3 

mA = A + A+A-] in inf., 

k i 

welche Function mA sich immer mehr der Grense nihert, je grftfser k 
wird. Es wird bei dieser Annahme 

/(*)=! and y(ir) = 0, fttr k=oo. 

k 
Wenn aber die Reihe, deren allgemeines Glied A ist, divergirt, so nehme 

k 
man fOr m eine Fanction. welche durch folgende Gleichung bestimmt wird: 

k k i 

mA = 



- I ? 3 k ^ 

A -{^ A -{- A -^ *"•-{- A 

k k 

wo die Function mA sich ebenfalls, wie es Teriangt wird, wenn Jr in*s 
Unendliche wächst, der Grenze nähert. Diese Annahme giebt 

f{k) = und fp(k)==^oo. für * = oc. 
Dies reicht nun gerade bin, um zu zeigen, dafs es in jedem Falle eine reale 

k 

Function m giebt, welche der verlangten Bedingung genflgt. Wenn man aber 
allemal die hier angegebene Function wählen mOiste, so mflfirte man auch 
schon im voraus wissen, ob die Reihe convergire oder divergire, und man 
mOfste, im ersten Falle, die Summe aller Glieder, welche auf ein bestimmtes 
Glied folgen, und, im zweiten Falle, die Summe aller Glieder, bis zu mnem 
bestimmten Gliede, angeben können. Uro diesen Uebebtand zu vermeiden, 

k k k 

bemerke ich: wenn man fflr mA eine Function r gefunden hat, welche von 
der Art Ist, dafs f(k) und (p{k\ fflr &=oc, nicht beide verschwinden, dafs 

k k 

dann dieselbe Bedingung auch erfflill wird, wenn fflr mA irgend eine andere 
Function von k gewählt wird, welche sich, wenn k wächst, langsamer der O 

* k k 

nähert, als r. Eine solche Function wird rr sein, wo « eine Function ial. 
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welche zugleich mit k wAchst, sei es bis in's Unendliche, oder bis zu einef 



k k 



beslimmlen Grenze^ und wo ebenfalls r«~0 fflr k=^ ist. In der That: 



k k k 

wenn, erstens fflr mA=^r, die Function f(k) nicht verschwindet, für ft=», 

k k k k 

SO wird dieselbe fflr mA = r9 noch viel weniger verschwinden, weil von 
den beiden Ausdrucken des f(k\ nemlich: 

k k Jb+t i + l ^ ^+1 

r$ — r s j r -— r 
j~^ und -TVT-- 

A A 

der erste gewirs gröfser ist, als der zweite^ Wenn aber, zweitens, fflr 

k k k 

mA ^r^ die Function (p{k) nicht verschwindet, wenn ür in's Unendliche wächst, 

k k k k 

SO wird dieselbe fflr mA^n noch weniger verschwinden, weil von den 

k k k 

Ausdrflcken des ^(Jr) durch rs und r^ welche in folgende Form gebracht 
werden können: 



Ä 

»+I »+1 

1 "" '- 


W-1 

and 4^4 

1-:- 


* kk 



rs r 

fc+S 

der erste gewifs gröfser ist, als der zweite, da #>># und -r>\. 

$ 

Hieraus sieht man also, dafs die Function m^ wenn sie auch durch 
die Bestimmungen des ersten und zweiten Lehrsatzes begrenzt wird, doch 
innerhalb dieser Grenzen willkflrlich bleibt, oder, dafs es in jedem Falle 
nicht nur eine, sondern unendlich viele, von einander verschiedene Func- 

k k 

tionen giebt, welche die Bedingungen erfflilen, dafs mA^^O^ fflr iir=:3c, und 
dafs eine der Quantitäten f{k) oder <y)(ür), fflr Ar = 00, nicht verschwindet. 
Die beiden aufgestellten Lehrsätze reichen vollständig hin, um fflr eine jede 
Reibe zu bestimmen, ob sie convergire oder divergire. 

Als Beispiel soll folgende Reihe untersucht werden: 



2(2 ' 3/3 ' 4<4 ' ' klk 

k k I 



Man nehme m'=^k, also mA^jr^ so ist: 

f{k) ^ (*+i:)/(*+i)(^-^^,-^iP, 



23 



* 
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A*) = H— ^- 

Es ist, wie man hieraos leicht sieht, f{k) = fttr ir = oo, also <p (Ar) so anter- 
^ychen. Dies wird: 

Es ist also, ffir k^oc. ^(|r) = l, also die Reihe divergent. Conf. gegen-, 
wirtiges Joom») Bd. 3. pag. 79. 

Es giebt eipe Function m^ welche snr Bestimmang der Convergeos 
oder Divergenz einer anfserordentlich nmfassenden Gattung von Reihen hin« 

reicht. Dies ist die Gröfse k selbst. Wird nemlichm=:A aBgenonmen, so 
werden die beiden Quantitäten f(k) und <pik): 

11. r(*)='i-*-i=^i^iia+iM', 

A A 

k 

Vfenn die Reihe, deren allgemeines Glied A ist, von der Art wAre, dafs f{k) 
negativ wflrde, fflr sehr grofse Werthe des k^ so wflrde die Reihe potiK 

wendig divergiren, weil dann kA<C{k-i'i)Af und folglich kA^ f&r ir = oo^ 
nicht gleich ist, welches, wie bekannt ist, und wie sich leicht seigen Mfirt, 
bei jeder convergirenden Reihe der Fall sein mufs. Wenn aber /*(Är), fflr 
k— :x:^ einen positiven Werlb hat, welcher gröfser als ist, so conyergirl 
die Reihe, nach dem ersten Lehrsätze. Es ist also nur noch der Fall sa 
untersuchen, wenn f{k)==0^ fOr ft=3c. Ich nehme nun an: die Rdhe, 

k 

4eren allgemeines Glied A ist, solle von der Art sein, dafs der Quotient 
zweier auf einander folgenden Glieder sich nach fallenden Poteosen des 
Stellen Zeigers Ar entwickeln lAfst: so wird, wie aus der Gleichung (11.) 
leicht zu ersehen ist, auch f(k) sich in eine Reihe von folgender Form ent* 
wickeln lassen: 

*) Es mufs hier eigentlich noch hinzu gesetzt werden, dafs sieh der Quotient 
zweier auf einander folgenden Glieder, oder Sit GrOfse f(k)^ für groüse Werthe des k. 
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WO /?>cr, y>/3, eic, und wo a, weil /*^A) = 0, für *=-«, posiliv sein 
muh. Hieraus findet man fflr f/[>^ folgende Entwicklung: 

14 [M^^ 1-^ + ...., 

wo alle folgenden Glieder höhere Potenzen von y zu Factoren haben/ Aas 
den Gleichungen (11.) und (12.) folgt nun: 

VCA+l)"" f(k) '^' k+i 

Wenn man hierin statt —ft^ ond /(*+l) ihre Entwicklungen setzt, und alle 
höheren Potenzen von : vernachlässigt, so folgt: 

'" iy(*+l) k^ ' 

woraus, weil a positiv ist. hervorgeht, dafs der Quotient ^.^. ^. , wenigstens 

von einem Werthe des k an, fflr alle ToUenden, kleiner als Eins ist: dals 
also ^(Ar+l)>*9(Ar), und also ip.{k) eine Function ist, welche zugleich m\t k 
wächst. Deshalb ist y(ür), fflr Ar = oo, nicht gleich 0, und folglich divergirt 
die Reihe in diesem Falle, nach dem zweiten Lehrsalze. Hieraus geht ful-* 
gender Satz hervor, welcher zur Bestimmung der Divergenz oder Conver- 
genz einer sehr ausgebreiteten Gattung von Reihen hinreicht. . 

1 2 3 

III. Eine Reihe A+A + A + '"* in inf., in welcher, von einem bestimm- 
ten Gliede an, alle folgenden dasselbe Vorzeichen haben, und welche 
die Eigenschaft hat, dafs der Quotient zweier auf einander folgenden 

k 

Glieder -^^ sich nach fallenden Potenzen von k entwickeln läfsl^ ist 
A 

k 

convergent, wenn /(&)=^'^^ — ür— 1 einen positiven Werth bekommt, 

A 

welcher, selbst fflr lr=^co, nicht verschwindet; wird aber A/r), fflr i( = oc, 
entweder gleich 0, oder gar negativ, so ist die Reihe divergent. 



convergent, nach fallenden Potenzen von k entwickeln lassen mttsae. Da aber die 
Reihe (13.), für grofse Werthe des k^ wenigstens lülemal semieonvergent ist, ond da 
die semiconverffenten Reihen, wie bekannt, wenn auch wohl noch nirgends streng be- 
wiesen, die richtigen Werthe der Functionen näherungsweise 'geben, so habe ich diese 
Bedingung nicht erst hinzugesetzt. 
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Als Anweodang dieses Satzes mag die Convergenz oder Divergens 
folgender Reibe untersucht werden, deren Glieder« wie mau leicht sieht, von 
einem bestimmten an, alle positiv werden mfissen: 

wo 

welcher Ausdruck sich nach fallend'en Potenzen von k entwickeln lAfst, wie 
der Satz III. es verlangt. Es ist nun 

oder 

Wenn nun y-^a — ß positiv ist, und gröfser als 0, so ist auch f{k)^ far 
A=i X), positiv, und gröfser als 0; also in diesem Falle convergirt die Reihe. 
Wenn aber y— a— /i = 0, so wird auch /'(ilr) = 0, für &=x>: oder, wenn 
y-a— pf negativ ist, so wird auch f{jk) negativ, für &=x>; in diesen bei- 
den Fällen also divergirt die Reihe. Conf. die Abhandlung von Gaufs Ober 
diese Reihe, in den Comment. eoc. Gottmg. Tom. IL pag. 23. 

£s bietet sich hier die Gelegenheit dar, zu bestimmen, unter welchen 
Bedingungen das Criterium der Convergenz und Divergenz gültig ist, welches 
Olivier in diesem Journale Bd. II. pag. 34. etc. aufgestellt hat, und welches, 
wie schon Abel gezeigt hat (Bd. III. pag. 79.), nicht allemal richtige Re- 
sultate giebt. Es kann dieses Criterium. wie Olivier es aufstellt, so aus- 
gesprochen werden : eine Reihe, deren allgemeines Glied A ist, und in welcher, 
von einem bestimmten Gliede an, alle folgenden dasselbe Vorzeichen be- 

k 

halten, convergirt, wenn kA^O^ fär A= x., und divergirl in jedem andern 
Falle. Es soll jetzt gezeigt werden, dafs dieses Criterium ebenfalls fOr die 
jetzt genannten Reihen richtig ist, bei welchen der Quotient zweier auf ein- 
ander folgenden Glieder sich nach fallenden Potenzen des Stellenzeigers ent- 
wickeln Ufst. 

Es sei also wieder die Reihe, deren allgemeines Glied A ist, von 
der genannten Art; so hat man ebenfalls 
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wo /!^3>«, Y>ß9 ö*c. Ferner folgt aus den Gleichungen (11.^ und (12,): 

18 _ii_ = i4-M 

und wenn man in dieser Gleichung nach einander stall k selsl: Ar+1, 

ir+2, k+n—X^ und die so entstandenen Gleichungen mit einander multi« 

pllcirt, so erhält man: 

19 *-* = fi+Z(*j.yi+g*±l)v..:ri4- ^^*+*"*^ \ 

(t+«)T V+* + lA'+ k + 2 } v*^ * + » > 
oder, wenn man die Logarithmen nimmt: 

20. l{kÄ)-l{(k^n)A) 

Es soll nun untersucht werden, unter welchen Bedingungen diese Reihe der 
Logarithmen convergire, wenn n unendlich grofs wird. Sie ist von der Art, 
dafs alle Glieder dasselbe Vorseichen haben, und dafs der Quotient sweier 
auf einander folgenden Glieder sich nach fallenden Potenzen von k entwickeln 
Ififst, wenn ffir f{k) sein Werth aus der Gleichung (17.) gesetzt wird. Man 
findet nemlich: 

WO alle folgenden Glieder der Entwicklung höhere Potenzen von r- zu 
Factoreo haben. Das Criterium des Satzes III. giebt also: 



22. 



-o+m) 



Die Reihe der Logarithmen convergirt also, wenn o positiv und gröfser als 

ist, und divergirt, wenn a negativ, oder gleich ist. Wenn nun Üri4 = 0, 

för lr=3c, so ist auch —/((*+») ^ ) = (», für fi=oc; also mufs, nach 

Gleichung (20.), die Reihe der Logarithmen divergiren, wenn Üri4 = 0, fQr 
A = oo; wenn aber die Reihe der Logarithmen divergirt, so ist a ne- 
gativ, oder gleich 0; wenn a aber negativ oder gleich ist, so ist, nach 
Gleichung (17.), f{k) positiv und gröfser als 0, för ür=x>; dann ist aber. 
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k 

nach dem III. Satte, A das allgemeine Glied einer convergirenden Reihe 

Also: wenn kA=^0^ für k = cfCn so convergirt die Reibe^ deren allgemeines 

k 
Glied A ist. uemlicb unter den gemachten Voraussetzungen. Dieses Crile« 

riom, welches bei einigen Reihen eine sehr leichte Anwendung Gndet, läfst 

sich nun folgendermarsen darstellen: 

IV. Eine Reihe A'\-A + A-\ • in inf, in welcher, von einem bestimm- 
ten Gliede an, alle folgenden dasselbe Vorzeichen haben, und welche 
von der Art ist, dafs der Quotient zweier auf einander folgenden Glie- 
der sich nach fallenden Potenzen des Stellenzeigers entwickeln lAfst, 

k k 

ist convergent; wenn Aru4 = 0, für Ar=:x.; und wenn kA nicht ~ 0, 

rar & = ^^ so ist die Reihe divergent. 
Beispiele, auf welche dieses Criterium angewendet ist, sehe man in 
der angefahrten Abhandlung von Oiivier; denn alle Reihen, auf welche 
Olivier sein Criterium daselbst angewendet hat, sind von der Art, wie sie 
der dritte und vierte Satz verlangen; und es kommen auch in der Analysis 
nur seilen Reihen vor, bei denen der Quotient zweier auf einander fol- 
genden Glieder sich nicht nach fallenden Potenzen des Stellenzeigers ent- 
wickeln liefse. 

Zur Erleichterung der Untersuchung, ob eine Reihe convergire oder 
divergire, kann manchmal folgender Salz dienen: 

V. Wenn r eine Function von k ist, welche, wenn k in's Unendliche 
wächst, sich einer endlichen Grenze nftbert, so werden 'die beiden 
Reihen 

^ 4- ^ + J 4- ^ + • • • • la inf. 
and 

11 11 3 3 «4 

rA+rA-i-rA + rA-] in Inf., 

wie die eine, so die andere, convergiren oder divergiren. 
Da es bei der Untersuchung der Convergenz nie auf eine endliciie 
Anzahl der ersten Glieder ankommt, so setze ich zum Beweise dieses 
Satzes: 

S ^ A-}- A •{- A -r ' * ' ' 

S* - rA + rA + rA+'*** 
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Ich bezeichne nun den gröfsten Werth^ welchen r in dieser zweiten Reihe 
hat, dnrcli p, den kleinsten durch q: so ist offenbar 

S'>qS nnd S'<pS. 
Ist nun S divergent, oder unendlich grofs«, so ist auch qS unendlich, und 
folglioh auch S'; hat aber S einen endlichen Werth, so ist auch pS endlich, 
und also auch S': was zu beweisen war. 

k 

Die wiUkflrliche Function m, welche in den Criterien des ersten und 

zweiten Salzes enthalten ist, giebt auch ein leichtes Mittel an die Hand, um 

zu finden, wie schuell oder wie langsam eine Reihe convergire: oder, zwei 

Grenzen zu finden, zwischen welchen die Summe der auf ein bestimmtes 

Glfed folgenden Glieder einer convergirenden Reihe sich befinden mufs. Es 

sollen^ von dem k'*'" Gliede an, alle folgenden einerlei Vorzeichen haben, and 

man setze^ der Kflrze wegen, 

k *+i ki-% k*i 
23. A =r y< 4- .4 + ^ + • • • in inf. 

k 

Wenn nun die Reihe, deren allgemeines Glied A ist, wirklich convergirt, 

so wird die willkürliche Function m immer so angenommen werden können, 
daftt die Quantität f{k) (Gleichung (5.)), fflr k =: oo, einen endlichen positiven 
Werth erhAlt. Es ist, nach Gleichung (7.): 

24. mA = ^/(*) + ^A*+l) + ^A*+2) + --. 
Wenn nun, fflr jede ganze positive Zahl n, fik+n^^f^k+n+i) ist, oder 
wenn f{k\ von d^m bestimmten Werthe des k an, fortwAhrend abnimmt, so 
wie k gröfser wird, so ist 

k k k k 

25. ^<i und ^>i. 

Wenn aber die Function /(&), von dem bestimmten Werthe des k an, zu-- 
gleidi mit k wächst, oder wenn, fflr jedes ganze positive n, f{k+n) 
<f{k+n+i) \$\, so ist 

k k k k 

26. ^>1 ond ^>I: 

Der wesentliche Nutzen dieser Formeln wird an einigen Beispielen klar 
werden. 

Beispiel 1. Es sei gegeben die Reihe: 

^+T2"+i.2.äN.2.3.4+" * 

OnU»'^ Joarnal d. M. Bd. XIII. Hfl. 2. 24 
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und es soU gefnndeB werden, wie viel höchstens, nnd wie viel wea^yleu 
der Fehler beirflgl, welcbea man begeht, wenn man alle Glieder dieser Heihe^ 
die auf das A" Glied folgen, yemachliBsigt. 

Man nehme ib=!-j-, so findet man A*) = ^ + ffÄXö' •!** *■*» ^^ 
im altgemeinen f{k+M)>f(i-i-n+i\ nach den Formeln (36.): 
i> L — _ nnd 1< * 



Wird k—iO gesetzt, so findet man, durch leichte Recbnonff: 

^>O,O000OOO373O9 snd "< 0,000000037557; 
also 

* = 0,000000087 ■ . . . 
Nimmt man also die ersten zehn Glied« der Reibe, so reeluet nn 
7 Stellen nach dem Comma genaa; wenn man aber das hier berechi 
X als Correction binsntbat, so erbflii man 9 Stellen genao. 

Beispiel 3. Eine Reibe, welche nngemein schwach convergict, 
folgende: 

Hier ist A*^ krihy * ""'' **°'> »^klk genommen wird: 
nnd weil /(*+i»)+<A*+«+l), nach den Formeln (86): 

!^±n A i^^. 



K- 



*(/*)•/(! + |) 

Da der Fehler gewifs grorser als -jr ist, so mufs, wenn die Brigglsofaen 
Logarithmen angenommen werden, um den Werth dieser Reihe nur aaf 
6 Stellea nach dem Comma genau su berechnen, wenigstens eine Anaalü 
Glieder genommen werden, welche eine Million Stellen bat, oder aus einer 
Jlillion ZifTern besteht. 

Die Criterien der Convergenz und Divergenz der Reihen kannen leicht 
auf die Untersuchung dflr endlichen oder nicht endlichen Werthe angewendet 
werden, welche die Prodncte von unendlich Tielen Factoren haben; fflr diese 
soll folgender einfache Lehrsatz bewiesen werden ; 
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VI. Ein Prodoct von unendlich vielen Faetoimi: 

P = (1+a)(l+a)(l+a)(l+a) + ----. 

in welchem die Grörse a, von einem bestimmten Werihe des ir an, (itt 
alle folgenden dasselbe Vorzeichen behSit, hat einen endlichen Wertb, 

wenn a das allgemeine Glied einer convergirenden Reihe ist; im en^ 

gegengesetsten Falle ist es entweder unendlich, oder gleich 0, je nach- 

k 
dem die Gröfsen a alle positiv oder negativ werden. 

Es ist, wenn die Logarithmen genommen werden: 

27. IP ^ /(1+i)-h/(1+Ä)+/(l +«)+••••, 

in welcher Reihe, von einem bestimmten Gliede hn, alle folgenden einerlei 

Vorseichen haben. Diese Reihe kann anch folgendermaßen geschrieben 
werden: 



* t ,/. , 1. X * 



88. /p - i.ifl+i'+i,'ü+ö+..ia+iV-- 

a a a 

Wenn das Prodnct P einen endlichen Werth haben soll, so ist klar, dafs 

k 
die Gröfse a sich immer mehr der nihern mufs, je gröfser Ar wird; dann 

k 

nihert sich aber anch —--j-^ immer mehr der Grense 1.; also wird, nach 

dem fflnften Lehrsatze, die Reihe (28.) denselben Bedingangen der Conver- 

genz und Divergenz nnterliegen, als die Reihe a4-a+a-f ***• in inf. Je 

nachdem also diese Reihe conyergirt oder divergirt, wird IP einen endlichen 

k 1+1 
oder nnendlichen Werth haben. Wenn ferner die Gröfsen a, a^ etc. alle 

poritiv v(^erden, und divergiren, so wird IP-^ + oo^ also Pz=,oo; werden 
diese Gröfsen aber negativ, nnd divergiren, so ist /P=r— oo, also P=:0; 
wodurch die Richtigkeit des aufgestellten Satzes bewiesen isL 

Um auch von diesem Satze eine Anwendung zu geben, soll folgen- 
des unendliche Product untersucht werden, welches die Function /'(js), nach 

Legendre, darstellt, nemlich: 

1 2*+* 3»+^ 4*-»-* 

Hier ist 



I +a = 



(*-iX*+») 
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also 






Dals dieses a, für jeden beliebigen Werlh des z^ das allgemeine Glied einer 
convergirenden Reihe ist, kann durch den dritten oder vierten Lehrsati leicht 
bewiesen werden, so, dafs auch dieses Product einen endlichen Werth haben 
mufs, welcher weder noch unendlich wird, wenn nemlich (wie es iiier 
wirklich fQr negative, ganzzahlige Wcrlhe des & der Fall ist) keiner der 
Factoren unendlich wird, oder verschwindet. 

Auch fär die uneudlichen Producte kann man naoh einer, der, oben 
für die Reihen angewandten, ähnlichen Methode die Grenzen des Fehlers be- 
stimmen, weichen man begeht, wenn man alle Factoren, die auf einea bo- 
atimmleo Factor folgen, vernachlässigt. Da jedoch die uneodJichen ProdoiM 
selten zur wirklichen Berechnung der Werthe der Functionen angeweadet 
werden, so fibergehe ich dies, um diesen Aufsatz nicht zu weil aussndobnen. 

Liegnitz, den 29. Januar 1833. 



Man lese in diesem Hefte 

S. 140 Z. J 1 und 12 v, u. iO) statt j^O], 

S. 142 in den 4 untern Zeilen lese man statt der Worte des Textes, von dem Worte 
^AIso^ an: Also bat die Oleicbuug dann immer 1 reelle Wurzel, und vwar 
i8t diese Wurzel negativ, wenn ft positiv, und positiv, wenn ß negativ ist. 



10. 80h er k, Btmmrknngßn ubfr die thinstf JflSehe wnerhpJb gegthtnir Grwutn. 185 

10. 

Bemerkqngen über die Meinste Fl&che innerhalb 

gegebener Grenzen^. 

(Vom Herrn Prof. H. P, Sckerk in Kisl.) 



1. 

Jjereits seit Itfngerer Zett Iiat die kleinste von gegebenen Linien be- 
grenzte FlSehe die Aufmerksainkeit der Matbematiker in einem hoben 
Orade, eowolü wegen ihrer eigenthSmiieben Eigensobaften, als wegen der 
Sk^wieri^eiteti erregt ^ welobe sich einer genaueren Unteraiiobung , und 
einer durch ooothiuirliohe Bewegung entstandenen Constmetion derselben 
entgegensetzeuii Nachdem Lag ranj^e die Frage zuerst angeregt^ und die 
Gleichung der Flliche^ in Form einer partidlen Differentialgleichung vom 
•weiten Gradei gefunden hatte^ zeigte Meusnier, dafii ihr auch noch ^ne 
andere merkwürdige Eigenschaft zukomme e der grdftte und der kleinste 
Rrtimmungsbalbmesser sind nämlich in jedem ihrer Pünete gleich groCs^ 
und entgegengesetzt« Auch fand Heus nie r, zwar nicht das vollständige 
Integral der erwähnten Differentialgleichongy d>er doch xwei partielle 
Fälle desselben : die Gleichungen zweier specidlen krummen Flüchen näm* 
lichy welche der allgemeinen Gleichung Genüge leisten ; und zwar erstens^ 
der Sobraubenfläche, d. i* derjenigen Fläche, welche entsteht ^ wenn 
eine horizontale gerade Linie sich so bewegt, daJs sie stets durch eine 
vertioale Gerade und durdh eine Schraubenlinie gebt, die sich um die Ober- 
fluche eines geraden C]plindQrs hinaufwindet, als dessen Axe die genannte 
Yerticale angesehen wird; und zweitens, derjenigen Flädie, welche durch Um- 
drehung der Kettenlinie um eine horizontale, sie nicht schneidende, Axe 
erzengt wird ^*)» Das allgemeine Integral der Gleichung unserer Fläche fan- 
den zuerst Monge und Legend re, aber in einer so verwickelten Form, dab 



*) Piste Abhandlnsg ui im Septomber 1833 der fUinigl: Akad. der Wiscenscb. 
n CopeDhagen -vorgelegt worden. 

*^} Über dieie «pedelle Floehe tat eine iDfereasante Untertocboog angesteUt 
worden Tpu ,6oldichiiiIdt; thierminaiio mtperficiei miniifute^ roiaiione curvae data 
difo ptmaa jnngtaiU eirloa datum avpem ortae. Goeitingae» 1831« 

GMl^ Jeamel i. V, Bd. Xm. Hft. 3. 25 
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• 

man bis jetzt von dem Integrale fast noch keinen Gebrauch gemacht 
hat. So urlheilt auch Poisson^ bei Gelegenheit der Ankündigung einer 
neuen von ihm angestellten Untersuchung über diesen Gegenstand; einer 
Untersuchung übrigens 9 der man mit der gespanntesten Erwartung ent- 
gegen sehen mufs; ^yMalheureuwment on ne sauroit tirer aucun0 partie 
de cette intigrale^ tfui ^e trauve eomplifuäe de fuantit^s imafinaires, et 
exprimSe par le Systeme de trois äfuations entre deux variables auxU 
liaires et les coordonn^cs courantes de la surface^ (S. gegenw« Journal , 
Vin^Bd. pag.dOU)« Eine neae^ specielle FIfiche hat Monge nicht an- 
gegeben} und da die Untersuchimg über die charaoterisfischen Linien der 
FUfche ihn darauf führte, daGs diesdben in einem Puncto beständen^ 
(ein Umstand^ der darauf hinzudeuten schein^ dafs nicht alle Flächen als 
Einhiillungsfiachen betrachtet werden können): so gelang es ihm auch 
nicht, die Fläche durch eine continuirUdie Bew^ung su erzeugen. Diese 
Umsttnde TeranlafiUen die FSrstL lablonowskische Gesdischaft der Wissen- 
schaRen tu Leipzig« eine neue Untersuchung der Fläche zum Gegenstande 
einer Preisaufgabe fOr das Jahr 1831 zu machen« Der Preis ist einer Fon 
mir im November 1830 eingereichten Abhandlung zuerkannt worden, die 
in den Actis Societ. Jablonavianae Vol. IV. Fase. IL pag. 204 — 280* 
{De proprietatibus superficiei^ fuae hac continetur aefuatione: 

disquisitiones analyticae) enthalten ist, und Ton welcher ich fetzt einige 
Resultate anf&hren muß, da ioh mich in der gegenwärtigen Abhandlung 
hifufiger auf dieselbe zu beziehen gezwungen bin« 

Sind nSmIieh x^ y^ z die verSnderlichen Coordinaten der FIBche 
und man setzt die partiellen Differentialquotienten, wie gewöhnlich: 

so findet man^ als DilFerentialgleiohung der FISohe: 
Dem Integrale dersdben hat Legendre die Form 

Y = {pa — a(f/a-{'ypb'-' by^/bf 
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odeTt dci ^ Integrale aus dieser Gleiohimg ganz entfernt werden kttnneni 
die Form 

gegeben j wo iiy & zwei beliebige GrSfsen vorstellen, die aus dem S7« 
ateme der Gleiohungen (2.) oder (3.) diminiti werden mnssen; wo fer« 
ner dordb <pa^ 4^i; ^a^ x^/b; (P'<a, V'6 zwei willkBrliohe Fnnotionon^ 
resp« von a und von bf nebst ihren beidm ersten Differentialquotienten 
bezeiohnet sind, und Kurze halber ^(^1 — ä^sssjf^ •'(—l — b'^)^ssiB go» 
setzt ist« Durch leichte Substitutionen erhiflt man aus den Gleichungen 
(2*) die Form, deren sich Monge bedient hat: 

Da ea mir nun eben so wenige ab dfm IrShem Bearbeitern dieser Auf- 
gabe} gelungen war, dne allgemeine Construction der Fliehe anzugeben^ 
so ging ich darauf aus^ möglichst viele partioulfire FfiUe dea Integrals, durch 
eine sich Sberall gleich bleibende Methode, aus der OiSerentialgleicbung 
(!•) zn entdecken« Um dahin zu gelangen, wurde sie auf versdiiedene 
IV'eise in zwei Gleijohungen von der Art zerfällt, dafe die eine von ihnen 
dne leichte Integration gestattete, und die willkürlichen Functionen, die 
in dem Iiiiegrale derselben vorkamen, wurden dann so bestimmt, dals auch 
der andern Gleichung Genüge geleistet wurde« Auf diese Wtise ergab 

lAsh, wenn 

r oder t oder r 4- ' ss 

gesetzt wurde, die GImAung der SchraubenflSche 1 

5. Z SS /tangDj?, 
wo D eine Gonstante bezeichnet; femer wenn man 

^ SS 

annahm, die FlSdie, deren Gleichung 

coaU« 

fst» wiB welcher dann die allgomefnere 

7 gBan{fi~a)z __ > cos B (g cos <» +/ »io «+ g) 

25» 
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hergeleitet wurde ^ vfo Jlf B^ Qf b, a^ ß glelohfalls bellebfge GonBtanten 
darsteHen; ferner wenn 

gesetzt wurde, die UnidrehnngsflKohe der KettenKnie^ deren Gleichung 

ist, und welche Meusnier nicht durch diese Methode, sondern durch die 
Forderung, dab die entstehende FlSdie eine UmdrehungsflSche sein solle, 
erhalten hatte ^ und wenn man endlich 

\d^:d&) ~ ^ 
annahm, eine Flffohe, deren Gleichung 

9. z=*logr<£!±5!l±5!:!s!=*a_..„[ta.g=|,/(^)]+.d+c 

18t, und von weloher die SchraubenfliFche und die UmdrehungsflSche der 
Kettenlinie spedelle FBlIe sind« Auch wurden fSr jede dieser Flüchen die 
wilikurlidien Functionen ^a, 4^b in dem Integrale (4*) bestimmt ^ und im 
Allgemeinen gezeigt, wie man jedesmal diese wiUkCrlichen Functionen 
durch Integration einer gewöhnlichen Differenzialgleichung vom 
ersten Grade, fOr welche die Bedingungen der IntegrabilftSt 
erf&llt werden, bestimmen kSone, wenn nian auf irgend eine Weise^ 
also z» B. durch die angewandte ZerfllUungsmethode, eine endlidie Gleichung 
erhalten hat^ wddie dar Differentialgleichung A es Genüge leistet* 

Hieraus ersieht man, dals bis jetzt das Integral unserer GIdohung 
zur Erfindung neuer Bgenschaften, oder neuer specieller FSDe, noch nicht 
benutzt worden ist» Als Grund hiervon kann man annehmen, dals es 
zwar leicht ist^ passende Functionen 9 ff, ^b, aufzufinden^ welche in den 
Systemen (2.) oder (4.) eine Integration gestatten: dafs es aber bei 
weitem schwieriger und grGfstentheiFs unausführbar ist^ die&e Functionen 
so zu wfihlen^ dals man die Quantitäten a und b aus einem dieser Sjr« 
steme eliminiren kfinne, und dals das Resultat auch wirklich eine FlSche 
darstdle^ und nudit etwa blols eine Gleidiung zwischen drei verSnderlichen 
Gr6&en sei» Da es mir jedoch, wie erwShut^ in der angefiihrten Ab» 
handlung gelungen war, die willkiirlichen Functionen zu den bekannten 
Glekdiungen der Flfidien (5.)i (0.), (8»), {9.) zu finden, so mubte sich 
der Gedanke darbieten ^ die Untersuchung umzukehren ^ und, 
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von dmn lAtegrale der Gleichung (!•) ausgehend^ -mllkSrHche 
Functionen (pa^ %t^b aufeusuchen^ wetehe eine Eliminatkm von a und 
b gestatten y und xn Gleichungen von neuen Flachen fuhren« 
IKes ist der Zwecke den ich mir im ersten Abschnitte dieser Untersuchung 
m erreidien vorgesetzt habe# Es haben sich auf diesem Wege drei neue 
Fliehen ergeben^ deren eine überaus einfach und die Correspondirende 
der FlikAe (6«) ist, indem sie zu jener in einer ähnlichen Beziehung stehl^ 
YfiB das Ellipsiud zu den Hyperboloiden. Der zweite Absohnitt dieser 
Abhandlung verfolgt zwar einen ganz andern Endzweck , hat jedoch mit 
dem ersten das gemein , dab die Untersuchung sich gl^chialls auf dem 
Integrale der Gleichung (1«) stutzt« Die bisher angestellten Untersuchuo« 
gen hatten nümlich, auf den verschiedenstidn Wegen, z« B« durch die be* 
reits angefiihrte SSerföUung der Gleichung (1) in die beiden 

r + / SS 0, 
10. fr^2pfs+p^t =s 0, 

oder indem man jp = ^cos'^, y es fwi^, und [^j r==0 setzte, zu demResuI« 

täte geführt, da(s die SofaraubenflSche unter den kleinsten Flüchen enthal- 
ten sei« Dabei war man also entweder von der Entstehungsart jener Fläche 
durch Bewegung einer immer horizontalen geraden Linie, deren allge- 
meine Gleichung bekanntlich (10.) ist, wenn man die feste Ebene, der 
die bew^te Urne immer parallel bldben soll, zur Coordinatenebene der 
xy annimmt (vwgL Monge, Jpplic. de Vanalyse ä la Geom. ed. 1807. 
/'o^«64.)y oder von der Gleichung A=sO ausgegangen; und als einen 
i^eddlen Fall ihres Integrals hatte man z=^ytang2)a? gründen« Es 
fragte sich nun, ob aufser der genannten Flache nodi andere kleinste 
Flächen duroh Bewegung einer geraden Linie entstehen könnten, 
mOchte übrigens das Gesetz der Bewegung sein, welches es wollte, oder 
mindestens, wenn etwa der Elimination Schwierigkdten in den Weg 
träten, ob sich für diesen Fall nicht die Form der wiDkurlichen Funo« 
Honen vollständig bestimmen lielse. Bei dem ersten Anblicke scheint es 
«war, als bediirfe es dieser Untersudiung gar nicht, und als könne man 
gendesweges behaupten, nur die Sehraubenflädbe könne durch Bewegung 
einer geraden lAnie entstehen, und zugleich der Eigensdiaft des Minimums 
der Area theilhaft^ werden» Denn es seien zwei nicht in einer Ebene 
befindliche gerade Linien gegeben} nimmt man ihre kldnste Entfernung 
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als Axe eines geraden Cjitfidere ao^ am detssen Oberfllobe eine Sehran« 

benlinfe sieh hinautWindet, und I8lst durah dieselbe t und duroh die Axe^ 

eine die letztere stets unter rechtem Winkel sdbneidende gerade Linie 

ttob hinaufbewegen, so ist das von der Sohraubenlinto und den beiden 

gegebenen geraden Linien begrenzte Sttidc der SohraubenflSofae, nach dem 

Vorigen, die kleinste, von den beiden gegebenen lanien b^'enzte, Fläche» 

Liebe sich also duroh dieselben noch eine andere ^ von der Schrauben» 

flSdie verschiedene, kleinste Flüche legen, so wurde jene nicht die kleinste 

sein» Aber, abgesehen davon, dab die UnmCgIichktit, dab beide Fladien 

audi wohl gleichen Inhalt haben kannten, nicht von vom herein ein* 

leuchtet: so Ut oflPenbar b^ der angegebenen Entstehungsart auch noch 

die Amiahme gemadit, dab nicht blob die durch die gegebenen beiden 

Geraden begrenzte FUlche, sondern audi jedes StSok derselben, welches 

durch eine von ihnen und duroh eine andere Gerade abgeschnitten wird, 

die der Ebene parallel ist, weldie auf der kleinsten Entfinrnung der bei« 

den gegebenen Geraden senkredit steht, oder jedes Stade, welches durch 

zwei solche gerade Linien begrenzt wird, ein Kleinstes sein soll. Ob 

aber diese Forderung in der Natur der Sache liegen oder eine der gegen« 

wRrtigen Frage ganze fremde Bedingung in die Rechnung bringe, scheint 

mir nicht Idchter, als auf dem angegebenen Wege untenuoht werden zu 

k6nnen# Rat sich nun auch das verlangte geömetrisolie Resultat, we^ 

gen der UnmSglichkeit 6et Elimination, nicht ergeben, so aehdnt mir doch 

das Analytische Resultat, durch welches die Form der willkSrlichen 

Füncffonen In diesem Falle tollstSndig bestimmt wird^ vkM ganz unbe« 

jfierkenswerth^ da man aus demsdben, in YerlAiduttg mit dnem andern^ 

q^Cer äncdfilhrenden Umstände^ mit grober Wahrscbeinliobktit schBeben 

kann, dab es allerdings keine andere FUMie als die SchräubenflBdie gebe^ 

die, in unserm Falle, durch die Bewegung einer geraden Linie entete» 

hefi kann« 

2. 

Indem wir nun zur Untersuchung der Functionen, welche eine 

Leichte BUmtnation gestalten, selbst^ schreiten, wird man vor Allem daran 

denken kSnneo, den FuncHoneB ^a, 4^2, in den Gleichungen (3.), alge- 

braiaoheWerthe beizulegen, da man alsdann, nach voUbrachler Euminz 

tlon, eine algebraische Gleichung für die verlangte ]?18Ae erhielte» Abss^ 

aalbst die dniachsten Annahmen IBbren auf endlose Weitiaufigkeitett« Scttt 
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man nemlich die eine derselben yf^b gleich einer Constante^ so nehmm 
die Gleichungen (3.) die Form an : 

aus welchen die einzige Quantität a zu eliroiniren ist. Man gelangt also 
durch diese Annahme nicht 2su einer FISche, sondern zu einer Linie. Hier- 
nach werden 

zurersichtlich die dnfechsten Werthe sein, die man den willkürlichen Func* 
tionen beilegen kann; durch dieselben erhält man: 

!x = —ZAa — ^Bb, 
y ~ (2ll'— 1)^ + (J6^~1)B, 

oder, nach Elimination von -<</ = /'( — 1 — d^) und B==/'( — 1 — *•), 

/ (2a>-l)x+ 3«ry , ^. ,,. _ ^ 

2-^(a— 4)(3+2a'+2ö6 + 2A-) = 0» 
Aber der Versuch, o und b aus diesen Gleichungen zu eliminiren, ist Fast 
unausfBhrbar, und um so weniger anzustellen, als das Resultat, gesetzt auch, 
es stellte wirklich eine Flache dar, doch von so hohem Grade sein wurde, 
dafs man an eine Benutzung dieser Fläche zu dem Zwedce, um dessent- 
wnien die specielten Flächen allein gesucht werden, nicht hn Entfernte** 
sten denken konnte; der Zweck kann offenbar kein anderer sein, als, 
durch die Zusammenstellung der gemeioschaftiichea Eigenschaften verschie- 
dener speoieller Flächen, zu einer Eigenschaft der allgemeinen Flache zu 
gelangen. Noch ungleich weitläufiger wird die Rechnung, wenn man den 
willkürlichen Functionen Werthe beilegt, deren zweite Differentialquotien« 
ten nicht verschwinden ; und so wird sich aus den Gleichungen (3.), trotz 
dem, dals die Integrale aus ihnen verschwunden sind, wohl kaum ein be« 
merkenswerthes Resultat herleiten lassen« 

3. 
Wenden wir uns nun zu den Gleichungen (2.), welche vor der 
Form (4.) den Vorzug haben, dals in ihnen die irrationale Quantität 
V^(l+o^) verkömmt, welche offenbar für die Rechnung bequemer ist, als 
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dies /[i+(<P'«')]« Setzt man ^'assJA, wo A eine willkürliche Funo- 
tion vnn a bezeichnet, und /*ss— 1 ist, so wird <]7a — a<p*assi~^Cttt^'*a.äa 

w^^iJniA9;t^ifaA' da und //V"(I+ö*)^''««fa=c— //(l+O-^'rf«. 

macht man die Ähnlichen Annahmen m Bemelinng auf h, wy wird 

's^iA-^-iB, 

12^ Jr aa -^ifaA'ia—ifbB'db, 

Unter dieser Form wollen wir hier bestfindig das Integral der Gleiphung 

(1.) gebrauchen* Die suerst sich darbietende Annahme ut auch hier ofien- 

bar: ^ und B' Constanten gldch zu setzen. Eis sei also 

A' ^C, B* ms C'i 
hierdurch erhfilt man: 

X SB Ci « -f" ^ ' ^9 
Ci** Oib* 

-iClog[/(l+*')~*]. 
Setzt mau hier, um den einfachsten Fall zu erhalten, C zss — C, und «, 

y, e reep. Tiir -J, -^j ~-r «o wird 

felglich 

13. i«»•^^»'<'+^*>**^<•+*•>+|«^'-•♦'t•■»-*>-*»'<'+»*>Ä1r(l+o')^r(I^rJ•) + «Ä. 
Nou aber ist 

also 

1+0« = * + !>, 1 + 6» = *-#>, 

-wenn, KUrea halber, 

»• I + Ji-T»' 
geaetaifr wirtL Sebst man nuu 

folgUch 
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also 

••(l+«')/'(t+**)+aÄ = f + £- +^. 
M'erdeu also diese Hesoltate in (13») geaetxt, ao «rhSIt man. 

ia weoher Gläohung / und ^ durch j^H^) und (15.) bestimmt , und ^^ 
-4, -^ resp« fnr or, y» ie gesetzt werden müssen» Dies ist also der 61 ei* 

chung einer neuen) von den bisher bekannten sich sehr wesejUKoh 
unterscheidendeu 9 Flfiebe» 

Man versuche hierauf^ für die willkSrKcben Fuoctfonen gaose Po* 
teuren zu setzen. Man kanu aber gleich Anfangs bemerken 9 da(s man 
dami Ton den negativen ganzen Potenzen nur die (*-*iy* zn untersuchen 
braucht« Ist nSrofich erstens 

ji' SS Co-, B* SÄ C^i 
wo C und O beliebige Constanten bezeichnen^ so erhUt mau 

Ist hingi^en zweitens 

^/ ^C w ^ Cf 

tM> wird 

C< , Ci 

Oldlif» Jowsil d. M. BO. XHl. Hft. 3. 26 
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Wird aber fn diesen Gicichtiiigen ~^ -?• resp.^ an die Stelle von o> A ge- 

Mtat, no erhBlt man fffixiz dieselben Werihe fSr y^ x^ -^z, die man bei der 
ersten Annahme fSr Xf y^ z erbalten batte. Die Retnltate werden sieh 
also auch nur auf die so eben angegebene Weise von einander untersdiei- 
den, und folglich dieselben reellen oder imaginairpn FlSchen darsteUen« 

Setzt man nun 

in SB *^* M Qi ^t % ^^ • •• • 
so wird 

—(111+3) sas —2, —3, -^4^ —5, -^6^ .... 

woraus hervorgehti dal% mit Ausnahme der ( — Vf^ und ir^Tf^^ die eben 
dasselbe Resultat gebent j^^ negative FbCens durch ehie positive reprS- 
sentZrt wird« 

Es sei abo gqgenwSrt^ 

so eriimt man auch hier den bsi weiten eiofiMhsten Fail^ wenn man 
Ccs—Cseixt. Hierdurehwfed 

y an ^i(a^i\ 

wo K8r2e halber ^yt »^^j^$ ^ geaalst sind. JKa letzte Gleichung 

giebt; 

17. ^t*¥/iH^HV(H^}^^^-^Vi)i*^iifi-^^ as ^H fl^) VKi+>*) +t ^ 

4ia 

Da aber r^aBs—, abo bsMoef', so frt 

iy es o— 
daher 



9M 

und 




wenn 

la» 4siniiif^+y^cosar ?5s / 

gesetzt wird« Nun sei 
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also 



wird 



und 



19. ^ a i>+ysfaia^ 



Werden abo diese Werthe in (17.) substitiiirt^ so erlifllt man 



TITO f und ( durdi (18.) und (10«) besttmnt werden» und ^> -^t 7 ^ 
Xf Xf z SU tetaen isL Vios Ist also abermals eine neue, der Glei- 
chung AsbO GenSge leistende, Fl&chep 

Man setase drittens 
ao wird 

y^^^i(Ca' + ab'^ 

und däisi ItesuUat der Eliminatioo von a und b ist also gegenwSrtig, wie 

in dien den FSnen, wo A'szCc?"^ oder «s ^^^^^ gesetast, und eine ahn- 

liebe Annahme Cur B^ j^macht wird, in euoer algeliraisoben Gleichung 
ffnf^flf^ffl«^ Aber selbst in dem «nftcbsten Falles dm meh hier wieder in 
C+CassO entfialfen ist, inbrt die Eluninatfon von 6 auf 2 Gleiebm^en 
tat a vom vierten und vom sechsten Grade, so, dals es oieht die Bffihe 
lohnt, die Beobnung weiter fortzusetaen* BGt noch geringerem Erfolge 
wird man es versudien, A' ss Co*, Co' u» s« & anaioehmon# 

C 
Es sei viertens urf^gg ^ , ^^ , so wird 

A SS Carc(tangssa)^ 
füAfda « f Clog(t+0^, 

l^{i+^)A'da « «?»og[/(l + a«)— o]. 

Madit man mm die iihnliche Annahme für ^» und setat KSrae halber 
are(tangse)sa, are(tanga5)Mß, so wird 

26» 



lifo ^^ Hck4fk^ 

lUw Uif wUmmm UAdA hrrnnkm wM, mmtimim Wmmm 
mlffirtliiii m imäieüf wo ea(wa4ar C^s^C, ^Sfi^ C=5 — C 

rmfn (üf Of ßf wo wM 

Jf SB O'^kf 

mm welchen Gl^^icliiingea Dtin a tmd 6 >^ ciimimreo ht^ Aber 
guriK dlMulben GImcbiingeo ^ die in inemc^r oben aogefiilirtpn 
|Ni|{« 274 nogeg^bHti Mnd| mir 4bL y mil « f^erwecbselt ist« Tt^ 
folgt otiob tu» iJeusiftbeot 



fvulobai dUi beralto bekaonte FlXche (6.) itt^ da es erlaubt bt, die Goor- 
dlnateo mit einander isu vorireebtebu 

Ea sei anrelton» ^^^''^^'' '^ onT^ ^^ ^ werde abermals a und 
ß rcfip« fOr a und & gosetett so wird 

Um aus diosar Olelchiuig n und 6 zu eliminireu, wollen wir zuerst emen 
gatia diraetim Weg eiuidilagon. Es iüt 

^cnn KOrae ballnur taiigi>asaci gesoUi wird. Setzt mau auf gleiche 
>Velat> taug Dx b C, so hat mau 

•Im 

^ (l»a«)(l— n*r««^ (l~Ocos2 0jr4-3at;a3X;jr' 
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oder 

23. ^«^ = cos2Z)jr~^5l!Li?£ 

Ferner geben die Gleichungen (22.) 

woraus sich Ieicht| wenn 

24. f^^ + ^eoD^ 
gesetzt wird^ 

ergiebt« Hieraus folgt 

2 V* a/ ~ '2(e— liCff+iUnßDz) (^— i)(£:cotD£«f siaDs.i) ' 

Multipiioirf man dieses Ausdrucks Zähler und Neoner durch 

MoDz — ^eosDz-^-iunDxJf 
so Tirird^ nach leichten Umformungen ^ der Ziihler r::z(^^^i)\ und, nach 
Weglassung des Factors f-^t, wird der Nenner 

CK ~(^— t)fcosO«^+sittÖ«oosö^[;^ + secl>** — ^]/, 
alsOt in Folge von (24.), 

?=5 (g — 1)[— foosD:i?+^5ittZ>*oosO« ']r 

folglich haben Zähler und Nenner von |(a — *-) den gemeinscbaftlichea 
Factor (^ -«1)% und n}an erhült 

Setzt man nmimehr diesen Werth in (23.), und restituirt für S seinen 
ll^erth ti^rgDxf so ergiebt sich 

-^'>r 3= l~2sinöjr^8?nDt*— iesin2Z)jc»in2D«.i, 
jsls Aesultat der Elimination von a und b aus den Gleichungen (22t). 
Hier sieht man nun soglemh^ da£s, f iir ein reelles Z>, diese Gleichuug eine 
Linie und nicht eine Flüche darstellt. Denn, da sie die Form £^4*^' ^=^0 
hatt so muls £i^ssO, /^ssO sein; diese beiden Gleichungen stellen also 
eine Linie dar, ausgenommen , wenn die eine derselben durch die andere 
beledigt wird. Dies ist aber ofteobar hier unmöglich , da P Kxponei^ 
tial^Slsen und Kreisfuuctionen, f^ aber nur Kreisfunctiouen enüüilt. 

7. 
Man setM aber in dieselbe Gleichung (25.) O/ statt />- so nimmt 
Form 
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UII9 WO 

otler, mdem mao 

2 ** y> 2 — ** y'^ 

u R 0^ « SS gf^ 

fsotzt 

Auob diese Gleichuog hat also die Form IZ+Fi =: 0, und sie wSrde 
demnach gleidifalls eine Linie darstellen, wenn ntdit dadurch, dals/7=sO 
gesetst wird, asu gleicher Zeit die Glmsfaung F es Iiefriedigt wSrde. 
Dies geschielit. aber in der Tliat« Denn es sei 

27. ünDf SS '/'»Ä^, 

so wird hierdurch der Factor von 1, in (200 f =^ 

7'*'(cosDy + f7^> 
Da sber 

7^-y'» r=x ^_r = 1, 

SO ü&t 

cosDr» = i~yr ==^ y^^^(l-^-^) = yiy, 

und folglich 

Es. verschwindet also dadurch, dals der reelle TheQ von (26.) ss ge- 
setzt wird, auch der imaginSre, und demnach ist (27«) 

die Gleichung einer neuen, der Gleichung AssO Gen8ge lei- 
stenden, Fl&che, wo es gieichgBltig ist, welches Yorzeichen man dem 
zweiten Theile vorsetzt, da das eine in das andere iilHTgeht, wenn man 
2) in — D rerwandelt* 

Aus dem Bisherigen geht also hervor, dals, da die Gleichung 
(27.) sowohl dem reellen, als dem imapnSren Theile von (26,) hesonders 
Genüge leiste^ diese unter die Form 

(smD/— 7^^*y[(smD/— /•ry-^+^'J ^ 
muCs gesetzt werden können, wo Mß^ eine nooh unbeKaunte Funcfion von 
^. V. z. und D einen positiTen, fichten Bruch vorstellt, der aucli sss 1 Min 



10. Sohtrt, Bemef*mgm über dkUtbisit VtiUhi üffurhaB g^elfntr Gnmmu 199 

luuiB« lÜQser Gleidurog wird mm zwar auoh Genüge geleistet, wenn 
man den zwoteo Factor besonders esO setzt. Da aber die bieraus sieh 
ergebende Gletchung auf keine Weise eme FiSche darslellea kann, so ist 
die KenntniCi desselben am so mebr SberflBss%^ als sieh ieiabt Qbersehen 
18lst^ dals er nur ein, doreh die EUmioation von a und 6 in die Rechnung 
gefsommeDer, filierflSssiger Factor ist» Man kann nSmKcb die Glekbung 
(28.) aus <22.)9 ohne dals sie mit jenem Factor behaftet wli«, herleiten» 
Dies gebt auf folgende Wdse an« Setzt man hi die drei Gidebungen (22.) 
Di ^taXt l>9 so geht die zwdte in folgeode Ober: 

oder« wem 



^mtALi wM^ 



#Oj* 



m> 




29. iü^Dy « i j/Q 
Ai^ «Bno Weise wM dfe dritte Gleiokinig 

fbl^Bch 



vvo beide Haie diesdben Toneidien ra sefcnn aiiid. Demoeoh 
oder, >renn snoi ffir>^^» •••• Ihre Wertfie seCst, und Tiemerkt. 

MuMpBoirt man diese Gletohiing mit 

5 «« ; , 

ao wird das ih'odnot der svrdten Theile 

£f!:±£^^^^!=:£:!f:i,«^5^/«i:a|nDy|(wegeo ( 
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folgfich ist 

mnDy = + ^ . ^ 1 

mit (2&) obcrnottainmeiid« 

Venprechselt man dieZcicben der TeranderiidienCoordinateB. und seist 

30» siiiZ/s = + ^ ■ ^ ■ ■ ^ 

so Gndet man für die Rriimmungsbalbmesser dieser Flficbe folgenden ein- 
teilen Ausdruck: 

Ä — * D^ 2 • 2 -rD-^STST' 

wo s' die dritte Ordinate desPunetes anzeigt^ dessen beideti andern G>or» 
dinaten 2jr und 2y sind* 

& 
Es ist bereits oben bemwkt worden ^ dals. man die Gletchiing 

^ — S2L^ aus (2L), also ^«^srSSigC, aus Monge s Form (4.) erhUt, 

cosl>x ^ CO« Dir' ^ \ ^ j 

wem man 

31. <P(t = 5^loßtaDgair~Z>o;, ^b ^ — gj^logtangCi^ — ÖA) 

setst^ und beiden Wurzeigrt>£ien in z dasselbe Vorzeichen giebt« Per^ 
ner haben irir die Gleichung (28.) aus (22 ) hergeleitet« TerweohseU 
man also / und Xf uiid setzt — b statt^^ so sieht man^ dais 

waxDz = + 5 . ^ 

das Resultat der Klimination von a und b aus den Gleichungen 

a?« a + 4, 

Y =~aDlogtang(4'»-Difl) + ^logtang(}w~D/i;, 

z SS ^^logoos2Dia~j^logeo89i>i6 

is^ weldie «bermsls die Form der Gleicbuogifin (4.) habeat indem 

S2. ^a SS — 5^logtang(i7r~/3/fl), ^b « 2:Qlogtang(iir_i)i6) 

gesetzt wird, und den Wurafielgrülseu in z ea^egengesetzte Zeichen beige* 
legt werden. Bdde Annahmen unterschei4eii sich also blo(s dadurcii^ 
dafs «las erste Mal den Wurzelgrftfsen dasselbe^ das zweite Mai Yerschie« 
dene Vorzeichen vorgesetzt , und in diesem Falle ein imiiginärery in je» 
aem ein reeller Parameter angenonunen werden mufiitei um eine- raeüe 
lUche zn erhalten« Diese Bemerkung fiihrte uns darauf^ zu rersiieh<iPy 
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ob ftioh nooh neue FlScIien et^eben, wenn immi statt, wie fn dtesen bei« 

deo Fällen (3h) und (32«), den willkBrKohen Fonoticmen versebtedene 

Verzmcben beisalegen, ihnen dasselbe gidyt^ dann den WnRsdgffilsen 

in z abweehsefaid dasselbe oder ein Terschiedenes Zeichen T o r setet , und 

den Fteameter in allen FSIIen sowohl reell als imaginBr annimmt« 

Diese Annahmen haben folgende Resultate gegeben: Aus den 6Iei« 

dbuneen , , 

jT BS a + 6, 

« « ±2i5log(oos2Z)a.oos2D4) 
folgt, durch Elimloation von a und 6 : 

JKimmt man zwdtens x und y wie vorher an, setzt aber 

•0 erhät man 

34. ± co.z>, = i^t:^. ^1^. 

Auch bemerke man noch, dals die auf einem andern Wege, als dem 
bisher^en, herzuleitende Gleichung 

der Gleichung (L) Genüge leistet« Aber man übersieht sehr leicht, dab, 
man mag doi Parraieter /> reell oder imaginSr annehmen, keine dieser 
Gleichungen (33.), (34.), <35.) ebe Flüche darstellt, da für reelle Werthe 
Ton X und jr, sinZ>« und wmDz grSlSier als die Einhdt werden« 

^ Aulser den Usher untersuchten habe ich noch folgende Annahmen: 

^'«1^*» 5Ti|s^' sm^y <^^(i+»')' yr^* «cv-d+a«), 

.^__— j ^ ^ ^ f untersucht Sie haben aber entweder nur zu den 

bereits erhaltenen Resultaten, oder zu imaginSren Flädien, oder zu der 
Ibndrefaui^8ll8che der Kettenlinie geführt; oder die Elimination liels sich 
tuabt bewerkstelligen; weswegen ich es fiir unnothig iialte, sie ebuMln 
Mer durohzugeheut 

Zu der Schraubenflacbe (6.) und der UmdrehungsflSdie der Ket« 
tenünie (8«) «nd also g^ssnwiirtig noch fünf, durch die Gleichungen (7.), 

ClraO^t Jonmal d. M. Bd. Xlll. Hf^3. 27 
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(9.), (U.% (20.)f (30.) dargerteHte, neue Flifchm brnngfikommen, 
«nie kh, n ünrcr ipccMIwi Jonp (<L)y imTcnm mk der 
baU Iblyadcii Abhimdli^ besoodcn antenadieii warde^ «od 
wie berdta crwShol^ die meckwivdige Eigeaechaft hatt dab 
üetmaffut imd Form aicb auf daa BaifinMiiwie rna einandi 
dmle^ Jnsahao ab speeielle Fäüa in» ihr eraoheiiien. 

9. 

Wir gehen tum za der angekihid^eo zwaüen ünhi wailaing ober^ 
durcih weldie wir zu entBcheiden siidiea^ wdebe Form dSe wiDkurliGhte 
Functionen in dem Integrale (12«) haben mSmen^ wenn die kleiBsie Fliehe 
durch Bewegung einer geraden Linie entatanden sein aoiL Hierbei wer» 
den. wir so zn Werice giehen« dals wir zuerst ans den GMAungcn (12«) 
die Werthe von /?, ^, r, s, t herleiten werden, die der Gleidiuii^ (I.) 
der kleinsten Fläche angdiSren; diese Wertiie werden wv abdann m & 
allgemeine GIcidiung der durch Bewegung einer geraden Linie entstande- 
nen FlSche substitutren^ und uns auf <fiese Wdse eine neue Gleichimg 
rersehaflen^ die beiden genannten FlScbea angehört; die Integration dev» 
selben fahrt dann zu der gewünschten Form der wiUkiirlieben Functionen 

Durch DÜTerentiation des Systems dar Gleichui^[en (12.) hat man 

nSmlich: 

Iix = iA'da^iVdh, 
dy = ^laA'da^ibB'db, 
djc=i ^ /(l-hO-''rf« + /"(l+*0B'rfÄ* 
Da al>er z eine Function von x und y htf so hat man aucb 

dz == pdx + ydy ^ss, iA'{p^^a)da^iB'{p^fb)db^ 
welohes^ mit dem ob%en Werthe von d% vei^^iinien^ 

37 J/^— fö— 'V(l+a») = 0, 

f* + 'V(l + *^ as 0, 

l6V(l+a*)+/aV(l+6»} 

b— ä 
^^Ak, Ferner ist 

dp SS rdx-i-sdy = iA'{r^ sa)da-^ iß'{r—9b)db^ 

dq « »dxJftdy = i A(9 ^ta)da k- iB' {s~-th)dh 
also 



al50 



t- 
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Vemuttelst dieser Werthe erblU man, durch lNffi»reDtiatioa der Gletclma- 
gen (37.) &i Besiehttog auf a und 6.- 



10 



d. h.f wenn (ur ^ win Werth gesetzt wird: 

39. ^r--(ff4-6)rf4-«*/ sss 0, 
wo Kurze halber 

gesetzt worden ist. Multiplidrt man nun die drei Gleichungen (39.) resp. dureh 

V, —2ab, +«», 

alsdann durch b^ — {a-^i), a, 

endUch durch 1,-2, -f 1, 

und addnrt» so erhält man 

(6^— a)»r = -j-^.^. 



*) B«ilauEf nwg bemerkt WM^eot '^'^ >naa fmniilaist (38.) und (41 •) »ehr 
leicht xeigen kaon, dab die Gleichuogen (12.) des Jnlegral voo (l+y*)r— Spo« 
»^(l..|.p^)f ;^0 danU^nen. Oeon bezeichnet man die Zahler Yon p nnd q io (3o) 
diaicb p' aad {^^ and teiat die Reialute aus (3S.) ond (41.) in den ersten Theil der 
eben genaniileo Gleicbang, so wird derselbe ss 



27 
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dr SB Kdx-^ndy ss iJ*(k''fia)da-^iB'(\^it6)di, 

dt 8 ßdx-^vdy SS iA*(ß^f«)da'^iB'(n^v6)db, 

dt s vdx-^-mdy s iJt{9—9a)dm^iB'i9~-mb)dht 

d MauBti rt IBm Glekimiigen (39.)|, md zwar die erste in Rf tan hi m g anf a, 

die «weite anf 4» and auf b, iffie dritte anf b, bemerict, dafii 




«^ aof gleiclie Weiie 

nd^ dab endBdi #-.g/=s ^^_^^^, , «— *«aa-.p--£j^j m eriiat nan, 
iiarh einfiMheD Rb'Ii i i^'"w — 't 

42. < «^ 

tSMzt man die zweiten Tbdle fieser CHeichui^en KSne lialber re^. 
und nmltiplioffC sie rasp* dnrab *) 



Da oua 






1 .: . / 1 



•o itt dec Factor tob -— sowohl, alt der toq r^^ betondofs esO, also AssO, wie 



« 



^> 



gehörig. 

*) Diete und die oben «ogelBbrtott MnhfpHcetoreii der GleicbiuigeB (39.) befcd* 
gen dss Gesels, deili die ia der ohenten Horisontebeihe tfebendeii, die Glieder der 
Binomialreibe riod, rnid dab aiia jedem Factor Ton der Form 2lteflPl^t wo ft der annio- 

tische Coeffident ist, der damnfer stehende Factor aeS— --(por-<>ft94.yoPft9--«) go» 

bildet wird. Dab dieselbe Büdongsweise bei der Besmtomqp der fSnf paftieüeii 
Differeatialqootienten der Tierten Ordooog» der sechs der fünften Ordno^g u. s. f. «•• 
gswandt Verden kann, übersioht man leicht, wenn man «atersnoht^ anf weldM Weise 



auf einander folgenden Poteneen Ton b — a aas den so gebildeten WnltipMealoreii 
nad den Coeflkienten reap. Ton j^ (,* r, ß, i; X, /^ p, » fai (37.), (30L)t (t2.) 
sammengesetat sind. 



19. Sektrkt Btm«rlaiiig4m ttbtr di* Uriiutt Flach« innnha& gtgtbtHtP Grmam. SOS 



atsdann durah 
hierauf duroh 
eidlich durdi 



b, —(2*+«), 2«+4, — a. 



43. 



i> —3, 3, — t, 

80 ergebe sich 

|(iz^l>£ = p' s= Ä»P + (4»+2aÄ)g + (2«Ä + a')ft + c'J, 
^±Z^lZLss IT*« 4P+ (2A+«)Q + (2«+4)Ä +C.S, 
(>-•)'«< SB «/ — P 4. 3Q + 3Ä +& 

Durch fi«ie Gl^diuiigai trarden abo die vier OifferentialqaotieBten der 
dritten Ordnung X, (t, v, ti, Üa der kldnsten Flltohe angehSren, bestimmt. 
!<Tnn fat bdunmtlMb die €Meiohniig jeder dmreh Bewegung dner 
girnden Linie entstandenen FIBohat 

44. \-|>3ftm+3i>i»*-)-«m* es 0^ 
am wekher m v wmi ttdrt der Gleiehtnig 

45. r+2sm'\--tm* «=s 
eBndnhi werden amCb 8dl abo die kleinste FUiohe dnndi Bewegung 
efaier geraden Idnte eutsfanden sein, so müssen die Werthe von A, 11, 
V, m, oder, was dasadbe Is^ von X', /t*, v*, «', derdeidmng (44.) Genüge 
leisten. Werden sie aber aus (43.) in (44.) snbstituir^ so eriiSIt man 
(b+myP+3{6-^my(ü+m)Q+3(h+mXa'\-myR'^(fl-{-my3 s 0, 
also» wann 

fj=-ii, «nddahar m = -.(f^) 

gesetzt wird< 4«, P+3Qn+3Rn'-^S^n ^ 0, 
und die Gleidiung (38.) geht hierdurdi in folgende Sber: 

In welciier die Ooeffioienten der ein2selnen Potenaen von n die ersten 
Glieder von (30.) sind. Folglich hat min 

;j? + ^ — 0, 
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mtriutök tnri Boa (46.) 

Setzt man biemi f3r P, Q, R, S, ibn ITerHie aus (42.y« so einlebt aidb: 

■ 

wdclier Gleichung man folgende Form geben kamia 

48. [V(1+'')h- ''^^lf''K^^ - [ni+J!) 4. tJG^.^i 

V^/l^-J«) ,y(lH-a*) bVXHza») Ja , «,V(1+*») ^ß ^ n. 

^ — + ? ^3 7^ i ^ — . Jj — «• 

Omrefa ^iese Gleidwog w«MleB Uernaob die beideo willkSrlieben Fiiiie- 
Iftmen A. B, yennittelst 6er mit iliueii dordb die GkiehaDgeii (40.) w> 
boadeiien wfltkSrlkibea FuoGtk»en «^ ß^ It catfm mt. Nna bemarke UMn 
aber, dab (48.) um 3 sc^r wemutfieh venchfedenea (Tattungen voa CUie- 
dem besteht, von ^ocien die erste tdo a aUem, die zw^e von ^ ä&efa^ 
und ibb dritte von a und Ä augleidh ylifc»i»gig ist. Da aber a und b von 
einander anabhingige Quanlaütten dnd, im> kann jener (Heiahung snif 
kxSa» andere Art Grt GenSge 'geleistet 'werden, ab dadnroh« daft man 

tetat) wo F eine tielieb^e Constaote ist^ und dafii naa diese, %o wie 
die beideu durdi die Integration der Gleichungen (49.) in die Reehnnng 
kommenden Coustanten, so beadmml^ daJSi anfiierdem^ wenn dies mSg- 
lieh ist, noch der Gleichung 

Genüge geleistet werde. Die Tolistiindigen Integicale Ton (49.) nnd aber 

wo £^ 'ff' die C/onstanten der Bilegratien sind« HierdurGh wifd der erste 
Theil von (50.) 
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nnd demaaah wird jener Gleiohung^ CSenSge geteistet, indem man 

E' — Ei 
H/Utf vronm 

fo^t^ wo Ey F beliebige CoMfanten bezddmen« Durch diese Crteiduitig 
fat jedoch itodll nieht da» volktSodige Integral Ton (48») beslkninte JDenn 
nian hanii ihr^ wie aus der Form (47,) eriiellt, aitoh noch auf eine partim 
eulSre Art Gmmg^ leiatei^ indem man 

abo 4 4 

setzt, wo l> eiae neue Goostante ist; und wenn man Aese beiden Inte- 
pale n Bus weinet, so, dafii 

i-x=D+Äii+irir(i+a«), 



^«i(i>^£4^Fir(i+Ä^)) 



wird, so bat man die allgeroeinen Formen erhalten, weUhe den wilUiihv 
liehen Functionen oc, ß bdgelegt werden musient wenn die kleinste Fläche 
dureh Bewegung einer geraden Linie entstanden sein solU Setzt man 
diese Werthe in (40.)5 m erhalt man j4\ B'j und, Termittelst (12«), sodann 
r, /, z nusgedrndit durdi a und h. Der Integration steht kefai Hinder- 
nifii im Wege, wohl sber der Elimination, so lange man nicht den Con* 
stauten iqpeGteUe Werthe beilegt, welche die Re<dmung verelnfiichen. Die 
Systeme qpecieller Werthe aber, die steh zunäohst darUeten, sind 

Ä =» 0, F » 0, 

Z> s 0, S := 0. 

Im ersten F&Ue hat man '^==— -yt^ + Ä — Of ftJgKch, vermöge(41 ), 

^ssO, wdche (Heichung nur auf die Schraubenfläche iuhrt (S. meine 
angef • Aldi, pag« 225.) 
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Im «weiten Falle hat man — « ^t cJbo -7 + ji> oöd folglich^ 

vermöge derselben GlelclmDg (41 p)^ rs^O, in wi^dier ffleiohtmg abermals 
nur die SchraubenAaohe enthalten ist« 

Im dritten FaUe ist v-(t:,!,.^.^ "^- v-(i+V)./» > <«£««* ^ + 
■ "^^^ - = a Hierdurdi wird aber r-f-^ssO^ nnd audi diese Gleidiung 



nur auf die SchraubenflSche (at a* 0« pag«234)#' Es haben also 

die einzelnen Theile unserer f3r *-^y -^ gefundenen Ausdrücke üe ^en« 

thiimliche Eigenschaft^ dafc feder von ihneui iÜr sieh genommen, auf die- 
selbe FlSdie fiihrt, was, in Verbindung niit dem umstände^ dab in der 
Glttdbung der durch 2 grade I^lnien begrenzten kleinaten Flfiche, wenn sie 
auf ihre einfadiste Gestalt gebradit und Ton der Lage der Coordfaiaten un« 
abh&igig gemacht wnrd, nur eine Constante frori^ommen kann^ wrfl sie von 
2 andern geraden Linien sich nur durch ihren Abstand ufiterscheide% 
dals also von dner Rdation versdiiedener Constanten 9 welche bewir- 
ken könnte 9 dab die genannte klmnste Fläche versohiedene Gestalten 
haben kSnnte» nidit die Rede «ein kann^ es im hSohsten Grade wahr» 
sdieinlidi macht , dab von allen FlSdhen nur £e ScfaranbenSiiche ddrch 
Bewegung dner geraden Linie entstanden und zugleich die kMnsto zwi- 
schen gegebenen Grenzen sein kann, während es allerdings noch ganz 
andere Gleichungen zwischen Xf y^ :$ als die Gleidiung der Schrauben- 
fläche giebtj die zugleich den Gldchungen (l#)t (44.) und (45.) Geniige 

leisttti. 

Zuletzt mag der YortheSi. niebt unerwähnt Ueüieui der für die 
Rechnung durdi Einfiihrung der Fnnctionen o, ß statt der in dem Inte- 
grale (4.) vorkommenden (pa, ^lfb^ erwachsen ist» Denn^ während wir 
z. B« im gegenwärtigen FaUe gk und ß nur oonstant zu aetzeii brauditen, 

um die Schraubenfläche zu erzeugen^ mub ^a er l^iü^, ^//£-s£l2£:ii 

n n 

angenommen werden^ um zu derselben Flache zu gelangen» 

im Juli 1834. 
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wie sich die Division mit Zahlen erleiehtern und 
zugleich sicherer ausführen läfst^ als auf 

die gewöhnliche Weise. 



Oolchect gesohiehti wenn man an die Stelle der Prodaete der dnaselnen Zif- 
fern des Quotienten in den Dirisor, die bei dem gewöhnlichen Divisions-* 
Verfahren nach und nach vom Dividenden abzuziehen sind^ andere Produote 
in die Rechnung bringt^ die, dasNemliche leistend^ statt sie zu subtrahi« 
ren, addirt werden müssen; denn es ist, wie Rechnern bekannt, leich- 
ter, zwei Zahlen zu addiren, ah sie von einander abzuziehen, und, eben 
weH dies leichter ist, ist das Resultat auch sicherer. Zu den an die 
Stelle der zu subtrabirenden Producta zu setzenden Addenden kann man 
die Prodncte der einzelnen Ziffern des Quotienten in dai. Gomplemen^ 
oder den Unterschied des Divisors z.B. von derjenigen Potenz von 
10 ndimen, die zunächst grofser ist, als der Dirisor. Diese Producte 
sind zu den Dividenden zu addiren, sobald man, nach geschehener Addi- 
tion, jedesmal diejenige Ziffer des Quotienten selbst, welche der eine 
der Factoren des zu addirenden Products war, in der höchsten Stelle 
der Summe, wieder wegnimmt» Oder man kann auch, wenn die erste 
Ziffer des Divisors nicht ist, zu den zu addirenden Producten diejenigen 
der einzelnen Ziffern des Quotienten in den Unterschied des Divisors von 
derjenigen Zahl nehmen, die, aus 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 oder 9 links, und 
übrigens aus lauter Nullen bestehend, zunächst grofser ist, als der 
Divisor. Abdann hat das Complement des DivMors immer wenigstens 
eine Ziffer weniger, als der Divisor, und man erspart also bei den ein- 
zelnen Producten noch an Rechnung« Da indessen alsdann, statt der 
blofsen SQffem des Quotienten, ihre Producte in die eine geltende Ziffer 
des Complenients, von der Summe, na<Ji geschehener Addition, abgezogen 
werden müssen, so wird meistens das obige erste Verfahren besser sein. 
Der Grund der beiden Verfahren erhellet, in Zeichen, sehr leicht. 
Es stt nemlich D der Divmor, m irgend eine Ziffer des Quotienten^ n die 
Zahl der Ziffern des Divisors, S diejenige aus dem Dividenden hervorge- 

Grelle*» Journal d. M. Bd. XIH. Hft. 3. 28 
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gatigene Zahl^ Ton welcher ^ nach dem gew6hnlichen TerfahreOi das Pro- 
duet mD abzuziehen nt,^ %o^ dala das Resultat S-^mD erfolgt: so 
erhalt man offeabar das nemliche Resultat ^ wenn mair, statt mD ron 
S abzuziehen, m(10''-— /)) — mAiT zw S addirt} denn es isf 

Der Factor 772(10" — D) ist aber nichts anders, als das Prodnct der Ziffer 
m des Quotienten in dasComplement oder den unterschied 10" — D 
des Divisors D ron derjenigen Potenz lO** von 10, die zunächst gröfser 
ist:, als der IKymor; dagegen bt m. 10" dieZtflPer m des Quotienten selbst, 
an die correspondirende, hiichste Stelle der Summe iS-f-^ClO^— *^) gesetzt. 

Ist ft.lO*^ die Zäh! mit «t links uod it-— 1 angehangtmi Nullen, so 
ist das Resultat das nemliche: ob man mD von S abzieht, oder ob 
man in(ft.l0^^— --D)— m|i.lO"-'^ zu & addirt; denn es ist 

iS+m(/i.ia"^*— D)— wfi.lO"^ = S^mD, 
ndd m(fLA(f^^D) ist nichts anders, als des Prodnct der Ziffiar m des 
Quotienten in das Complement oder den unterschied fi.lO^^ — D des 
Divisors jD von derjen^en Zahl fi.lO'^^, mit fi links uod angebSogten 
Nullen, die zunächst gr6fsef ist, ab i>; dagegen nt mfdO^^ das Pro- 
dnct der Zfflfer m des Quotienten in die geltende Zahl ft des Gomplements, 
an die correspondirende Stelle der Summe 3^m(fi.i(]r^^-^D) gesetzt» 

Es ergeben sich ateo folgende Regeln, die, för die AjosSbong, am 
besten an Bespielen werden siebtbar werden» 

Erstes Terfäfaren. Ee sei zum Belsiitel 30087577019 durch 
635041 zu dividiren, so verfilhrt man wie folgt:. 

10" = 1000000 

Dirisor D ^ 635041 

Complement C ^ 364959 



Dividend 
30087577019 



+ 4 C7 s= + 1459836 



Quotient 
47378 



i5 +4. C— 4-10^ = (4)4685937 

+7C=i + 2554713 

ay+7(7— 7-10" = (7)2406500 

4.3c = + 1094877 

•5+3C— 3.10« = (3)5013771 

4-7 C= +255471 3 

J+7C-7.10" = (7)5684849 

+8C7= +2919672 



i5+86'~8-10^ Ä (8)604521 Rest. 
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Man eimht nemlicb die einzeloefi Ziffern des Quotleoten ganx aaf die 
gewSbnliche Weise* Man «ebt 2; B. su, wie oft der Divisor 635041 
in 3008757 entimiten sein kann. Es ist 4 maL Also ist die erste 2Siffer 
des Quotienten 4. Nun multiplicirt man mit 4^ niolit den Divisor 635041» 
aöndern sein Cotnplement C=: 364959» welolies 1459836 giebt. Dieses 
Product addirCman zudemPividenden 3008757, welches 44685937 giebt. 
Die vorderste Ziffer 4 der Summe (oben in Klammern geschlossen) ist 
nicht hinziisohreiben nötbig.» weil tie immer notbwend^ der von der 
Summe abzuziehenden Ziffer des Quotienten gleich sein mula« Denn: 
w8re sie grSfser» so» dab eine Ziffer in der hSchsten Stelle stehen 
bliebe» so wurde der neue Dividend , indem far die folgende ZSffer des 
Quotienten eine neue Ziffer des gegebenen Dividenden herunter geruckt 
wird, zwei Stellen mehr enthalteo, als der Divisor, was nicht sein darf, 
und es würde alsdann die vorige Ziffer des Qqotienten zu klein angenom- 
men sein. Wtfre sie kleiner, so würde die Ziffer des Quotienten niobt 
abgezogen werden können, und es wäre dann die letzte zu grofs angenom- 
men. Man ri^t nun femer zu, wie oft der Divisor (nidit dasComple- 
ment) io dem neuen Divideoden 4685937 enfbalten sein kann, multipli- 
oirt mit der gefundenen, zweiten Ziffer 7 des Quotienten das C omp le- 
in e n t (nicht den Divisor) , addirt das Product zum Dividenden und ver- 
ftbrt wie vorhin; und sO immer fort, bb zum Rest. 



Noch ein Paar Beispiele, ohne weitere ErlSuterungeu, machen an- 
aohauKch • wie die Recbnung in der Ausübung aussehen wurde. 



Divisor 1043809 
Compl. 8956191 



Dividend 
19853439857578 
8956191 



09395349 
80605719 



itartate 



0001068857 
8956191 



002504857 
17912382 

04172398 
26868573 



Pnotient 

19001023 



1040971 Reet. 



28» 
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DWitor. 899007 
Compl* 100993 



Olvidend 

8900970316809 
908937 

8099073 
908937 

008010168 
807944 



Quotient 
9900891 



8181120 
908937 

0900579 
100993 



1572 Reit 

Zweites Terfabreiu Man nefame dw oUtge erste Bdi^^ lo 
irt der TMmt 635041, j». 10"^ a 700000^ «Im» j» e= 7, and dte ReoiiiHing 
iit folgeodet 



/».lO^» 

Birisor D 

CompU C 



III 



OiTidend 

30087577019 
+ 259836 



.94.4 c— 4/1.19'-' 



,94.7 c— 7f*.ia' 



-t 



> 635041 
= 64959 
4-4C» 

(32—4.7=8)4,685937 
4.7C7 454713 

r(51. 



Quotient 

47378 



^4.3C7— 3fi.l0^ sx (26- 
tf-j.7(7— 7|t.l0^ SS (54 
,S4-8C— 7fi.l0f'-» =a (62 



7.7 e=s) 2,406500 
+ 3C7 19*877 

3.7«) 5,013771 
+7C7 454713 



7.7=) 5,684849 
+ 8C 519672 

7.8! 



s) 6,04521 Rest. 

Das Yerfabren ist im Wesentliolien das Nemliobe, wie das erst^ 
blob imt dem Untersohiede, dals, nacbdem die YieifiMhen des Comple- 
ments cum Dividenden addirt worden sind, von den liSdisten Zi&m 
der Summen nicht die XSSkm des Quotienten selbst, sondern ^Producte 
decsdben in die geltende Ziffer |k der Summe des Gonplements und 
des Divison, abgezogen werden mSssen, was aber in der Ausfibung fügiiob, 
auch ohoe die bochsten Zi^n der Summen erst Uoansefareibeo, gesciie- 
hen Icano. Getohieht dies, so stdlen sieh die beiden andern ob^en Bei- 
spiele wie folgt: 
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DiTisor 1043809 
CompJ. 956191 



DiTidend 

19833439857578 
956191 

9395349 
8605719 

001068857 
956191 



Qvotien't 
19001023 



02504857 
1912382 

4172398 

2868573 



1040971 Rest. 



M»9 
Divisor 899008 
CotspU 993 



DiTidend 

8900970316899 
8937 

8099073 
8937 



Quotient 

9900891 



08010168 
7944 

8181120 

8937 



900579 
993 



1572 Rest. 

Dw zweite Verfiihren enpart, wie sdion oben bemerkt, ZalileO) 
indem das Complement notfawendig immer wenigsten« eine Ziflfer 
weniger iuit, als der Divisor. Aber es ist, weil die einMlnen ZffiSbm des 
Pootimten niobt blofsy so, wie sie sind, von den ^naelnen Sommen ab- 
gesogen, oder viel melir, d4 sie nothwendig die hSohsten Zitforn der Sum- 
men selbst sind, nicht blob m den Summen ausgelassen werden kön- 
nen, weniger einfadi; also audi eben deshalb weniger aioher, und folg* 
Boh werter su empfehlen, als das erste Verfahren. Gleich vroU wird 
selbst das »weite Terfahren, bd einigermalsen grofsen Divisoren, nodi 
fanoMr weniger nicht gans meohanisehe Rechnung erfordern, ab <fie ge- 
wShnBche Art an divi^ren, and firfglicb immer nodi leichter und 
sicherer sein, als diese. 
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Beide Verfahren ersparen lasbesondere dann^ wenn der Divisor 
nur wenig vereohieden Ton einer Zahl mit angehXngten Nullen iat, gegen 
die gewöhnlidie Art zu dividiren, auch noch an Reohnung. Dies 
wird sich an Folgenden zwei^ nacb der gewöhnlichen und nach der ge- 
gen wSrtigen Art^ nel>en einander hereohneten Beispielen zeigen. 

Erstes Beispiel« 
Gewöhnliche Art. Gegenwärtiges erstes Verfahren. 

9997 ' 



375387085143 
29991 


37549973 


9997 
3 


375387085143 
9 


37549973 


75477 
69979 






75477 
21 




54980 
49985 






5498Ü 
15 




49958 
39988 






49958 
12 




99705 
89973 






99705 
27 




97321 
89973 


97321 
27 




73484 
69979 






73484 
21 




35053 
29991 


35053 
9 





5062 5062 

Da bei dem gegenwirtigen Terfahrea, in diesem Falle, die xu addi- 
rendeu Froducte so kl«in und, so brauehteo sie sogar nicht einmal erst 
Busgesohrieiben 2a werden, sondern konnten fUglioh ohne Widteres tn den 
DtTideaden hinzogethan werden. Dann redueirte sich die Reohnang so- 
gar Uob auf Folgendes: 

9997 375387085143 
3 7S477 
54980 
49958 
99705 
97321 
73464 
35053 

5062 



37549973 
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Hier is^ une mao siehf, bedeutrad neniger Beohnung nSthig) ala ««oh der 

geifühniiohen Art. 

Zweites Beispiel. 

G^enwSrtige zweite Art. 
4 

3994 507907159732 

6 



GewSholiofae Art. 

127167541 



3994 I 507907159732 
3994 



127167541 



10850 
7988 

28627 
27958 



10850 
13 



28637 
42 



6691 
3994 

26975 
23964 

30119 
27958 

21617 
19970 



6691 
6^ 

26975 
36 

30119 
42 



16473 
15976 



21617 
30 

16473 
24 



4972 
3994 

978 



4972 
6 



978 



3994 
6 



127167541 



oder sbgpkffrzt, nemlicb, obfie die cu addirenden Productö binzuzuscbreiben t 

4 

507907159732 
10850 
28627 
6691 
26975 
30119 
21617 
16473 
4972 
978 

t> weniger Rechouog nfithlg, als bei dem ge- 

wfihnUoben Oirisioiis-^ Verfahren. 

Es terbiadet sieh andi noeh mit dea beiden bier empfohlenen OtriMonS'^ 

Yeffiduw e^ «weiter Yortheil. nemiiah der, einer leiobtea Probe, die» 



Auch hier ist, wie man 
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io dem FaDe, wenn die Pradneie der etaaelnen SflTern des Quotienten 
in das CSänpIement des ]M?ÜM>n fdderfrei sind» abo dann^ wenn sie ent« 
weder ans einer Tafel der 1^ 2^ 3^ • ...^ 9fadien der Zablan genom- 
men werden konnten^ oder, wenn sie vorher durch Addition berechnet 
wurdenf sehon eine bedeutende Sicherheit gew8hrt# Um diese Probe 
SU rechnen 9 ist mchts weiter nothig^ ab, nach geschehener Division , den 
Ilividenden, nebst sSmmtlicben Producten der einzelnen Ziffern des 
Quotienten in das Gonplement, noch einmal abzuschreiben, und 
Alles zusammen zu rechnen» Die Summe wird, wenn die Division 
richtig geredmet war, bd dem ersten Yerfahren, mit dem Quotienten, 
mit angehSngtem Reste, und bei dem zweiten Verfahren mit dem 
nroducte des Quotienten in die geltende Ziiffer /i der Zahl, zu weldier 
das Complement des Divisors genommen worden, nebst dem Reste, der 
sich, bis auf hikdistens seine oberste Ziffer, angehfingt zeigen wird. 
Übereinstimmen* Denn es werde, wie oben, der Divbor durch 2), der 
Dividend duroh S, das Complement durch C, ferner der Quotient durch 
Q und der Rest durch R bezeichnet, so soll, der Divbion gemSfii, sein: 

S = Q.D+R. 

Es wird aber, für beide Terfohren passend, das Compteroent durch 

awgeMckt (IBr das erste Yerlabren bt blob /ui s 10 zu setzen)« Also ist 

und ffo^Uch, vesmOge des obigen Ausdrucks von 3: 
Darausfolgt 

Es ist aber QC nichts anders als die Summe der Produote der 
^wdnen ZÜfem des Quotienten Q in das Complement Cj und fblgUch 
bt diese Summe, zusammen mit dem Dividenden S^ nenüich ^+QC7, 
gleich iiA(r^Q+Rf das heilst, gleich dem Producte des Quotienten Q m 
die geltende SBffer ft der Summe des Complements und des Divisors «f- R. 
Aber der Rest R kann nicht mehr denn hfichstens so viel SteUen haben, 
als der Divisor) folglich nicht mehr ab hiicbstens n Stellen* Das Piradnot 
liAO^^Q aber hat rechterhand jedenfalls wenigstens a-*1 Nullen» 
Also wird sich der Rest, höchstens seine oberste Ziffer ausgenommen, 
anf^ehfingt zeigen« Ist fcs 10, wie in dem ersten Yrrfahren, so ist 
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das Prodaet fi.l(r"'0» lOVQ* Es hat also dann reohterhand wenige 
stcns n Nullen; und foglieh wird in diesem Falle der Rest gana bloft 
augebSngt sieb eeigen. 

Für ein Paar der obigen Beispiele sind die Proben folgende» 

Erstes Beispiel, nach der ersten Art» 

Dividend S a» 30087577019 
P^oduote der einsei- j^*'^^* 
nen Ziffern des Quo- I ^^§94^77 
tienten in das Com« j 2554713 
plement^ oder QC« f 2919672 

«S 4-9(7 9 47378^604521^ gleleh dem Quotienten, wie man 

siehtt mit angehSngtem Reste. 

Tiftrtes Beispiel, nach der sweiten Art. 

0iri4end S aas 30087577019 
Prodtuite der einzel- |25983o 
Hen SQfiem des Quo- I ^t^-yj 
tienten in das Com- j 454713 
pleoMBt, öder QC. f 51967^ 

.S+gC SS 33165304521 
Quotient Q = 47278 

^.10"-» SB 



• IUI 



/» . 10*-» . O » 33 164600000 
Reit R s; 604521 

pAiy^^Q+R » 33165204521 as dem obigen 3-^QC, 
Eine Probe Ist diese Zmunmenrecbnung dediBlb, weO sie ertt« 

• 

lieh angiebtt dafii bei den einzelnen Additionen^ wie audi Mnst, keine 
andern Fehler, ab solche^ die sieb sidUllig aufheben, was» wie nmner, 
aabr unwabrscbeinliob ist, TorgdLommen seb kOnnen; und swellens, ^fs 
aneh keine ZifiTer im ^otienten und Im Reste^ anders, als enien andern 
FeUer anlbebend, versebrieben seb kann, indem beide^ Qtiotienl und Best, 
in der Summe Torkommen« Es kilnneii niclit wohl andere Fehler Statt 
finden, ab bei dar Ausraehming der einsetnen Produete; und da& diese 
rSthtig w^» wird vorani^gesetat; Weichen in der Summe Ziffern von 

CfcU^ft Jamale. M. UXULBfisis 20 
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denen des QiHitienten ond Restes ab^ so sogen Hire Stellen sogleidi ao^ 
wo ein AddkiottS'-FeUer Statt gebinden haben könne« 

Verfesser dieses rechnet beim Dividiren, seit er anf das hier Vor^ 
getragene gekommen ist^ immer nadi einer 6er beiden besohriebenen 
Arten, besonders nach der ersten , und hat dieselben , in Rnckrieht auf 
Lwcbtigkeit und Sicherheit , vortheilha ft befunden. In der Meinung nun, 
vielleicht andi Andere au reranlassen, sich dieses Vorthttls 2sn bedienen, 
und v^egen der sehr grolsen Menge der FttUe, In weldien soMie elemen- 
taren Dinge Nutzen gewähren können, hat er geglaubt^ die Beschreibung 
der Verfahren hier mittheilen zu dürfen. 
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12. 

Memoire sur Ihisage que Pon peat faire de la forniule 
de Foarier, dans le ealcul des diff<§rentiel1es 

^ indices quelconqaes. 

(Fat Mt. J»$eph UouvUU k Patifc ) 



I. 

JDaiu SOD bei o uvwg» tur la TMorU de ta ekäleur, Fwtrier a doan^, 
omame on a^, une Ibraiule propre h expriauae uoe lbao|{o& /(jp), pour 
tonte» les valeon r^lles de ar, compriie« oitre le» limite» -^ao et 4*<>o» 
laquelle est renferm^ daa« l'^uatioii »oinuite: 

dont oa posi^de platieiirs d&Bon&tratioiie Comme la wtable p n'ealra 
dans oette ^imtlon que sons im cosinut doot la raleur est iad^peadante 
du signe de p, il an r^ilte qu'oo peut praodre rint^rale rabtive ii oette 
variable depuis p^ss — oe jusqn'A /» m 4* op ^ poiirvu qa'oii di?iM Tiiit^rale 
double par 2 V et noa plus seulemeut par «i o'est- i-dire qu'oa a ^galement: 

Dans les applicatioiis^ oo emploie k volenti oo oette ^iiation mi Ic prd» 
oMentee 

8i l'oa diffi^eDde la prämiere par rapport ji ^ ua Bombra / de 
fiodst on ea d^duit; 

et il vienti en op^raot AeiiU>lableinent sur la seeonde: 

^ - .:^/r-./(.)/r'''V.«.(f— ,..+¥)• 

Or ees deux ^gaÜt^ remarquaUesi qui mbsbteraieot encore si Tou cbati- 
geait i ea — if €t si Too traosformait en m^me temps les diffiSrentielles 
\ hidioes negatiis en iat^ralea multipleai eontenant^ daos leurs secotids 
meodires^ / eomme uno quautitl^ et non oomme an indioei il est naluret 
d'cfKaBuner josqu'i qnel point olles restent exaoies, loraque / oessc d'dtre 

20* 
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un nombre eaticr. Ohsenrona en eflet que^ |Mr la mallere dont on Iw 
a obteoues, elles ne semUoit avoir de seos qu'autant qtie i ert un nom- 
bre eiitier^ positif ou n^gatif; et que rien n'autorise k les etendre sans 
d^monatratioa au cas des d^riv^es k indioea fractumnaires dont nous avons 
essaje de donner une d^finition cx>mplete et g^n^ie dans le 21^^** oahier 
du joarnal de TEcole polytechnique^ II jr a plus: on peut af&rmer qu'elles 
ne sauraient avoir Uea toutes deux k la fois et dans leur enttore genera- 
lite; car si Von pose per ex^nple issf^ la preini^ foumit pour la 
diff^enitelle d^fCr) une raleinr reelle^ puisque tous les ^l^ments de la qua- 
drature double sont reels, tandis que la seconde donne une expression 
imaginaire de oette meme döriv^^ ä eause des valeurs n^tives de Pf 
qui rend ^p imaginaire« Cest dono se proposer un pit4>l£nie interes- 
sant que de diercber quand et de quelle maniere la forroule de Faurier 
peut servir k transformer, en integrales d^nies doubles, les d^v4es a 
Indioes quelconques« H ne laut pas oublier que nos reoherches sont fon- 
döes essentieUement sur la deCnition des diflPereotieUes k indiees queicoa- 
ques dont nous avons fait usage dans ie oabier du Journal de fEcoLe po- 
lytecknique cit^ plus baut« JjOs personnes, qui adopteraient une autre 
definition que la nötre^ pourraient ^videnunent ne paa admeUre les con» 
sequenoes qua nous tirons de nos prineipes. 

II« 

Fourier. nous devons le dire^ arait indEqu^) des Toü^^ie^ les appli* 
cations de sa formule k la th^rie des diflR^rentienes fractionnaires : et mdme 
il semble avoir voulu en d^uire une d^fiidtion g^n^rale de eee diffi^en«- 
deiles. Le poiot de vue wus lequel il les a envwag^ ^tant tr^ diffiS- 
tent da n6tre, on nous saura gri de cHer les propres paroles da cet 
illustre G^metre« 

Aprds avoir d^roontr^ dans le Ghapüe IX« de la tfi^orie de b dia- 
leur (pege 561) la formule: 

(A) fix) = -~y^*rfa/(a)y^V;>oos(/iap— ^«). 

Faurier ajoute les r^flexions suivantes qui forment, je crds^ le seul 
ortide oik U alt considär^ les dilFd^ndelles k indioes qudoonques« 

p^ Nous ferons aussi remarquer que Ton peut d^uire de P^quaticn 
^(B«) une expression fres simple du cofillicient diflB^rentid de l'ordre in- 

^^d^Bni ^^^ ou da rintegrale 
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„I/eKpnuAm olmeh^ est une oortame fonotkm de « et de IIa» 
f^dioe /• n B*Bgjit de fidre ocmnaitre oette fonotion sous me forme tette 
i^que le nembre / n'y entre point oomiiie im incfioe» mais oomme une 
y^quaiitite» afin de oomprendre dans une m&ne fonmile tOM les eae oik 
y^roa ettriboe A i des Taleun positnrei ou a^atives qudoonqiies. Pour 
vjr porvenir» iioiis remarquerons que Texpressioii 

cos^r-f-^ oa eosrcosY— *>uir8iii^^ 

ndevient suaeessnremeiit: 

— shir, — üosr, +sbEUV -^-cnr^ r-^skir, •..• 
»^si les Taleun respectives de / aont 1^ 3, 3, 4^ 5^ • . Les mdines x^ 
j^sulUts revieoneiit dans le mdme Cftdte Iwsque l'on augmente la ndeur 
,)de iff U Jbut maintenant) dans le second membre de requatkmt 

4mn le &oCeur ^ au dervant du s^ne oosmus, et Sfouter sous oe terme 
On aura aiasi: 

,,Le nombre L qui entre dans le aeoond membre, sera r^gard^ coimne 
i^une quantit^ quelconque^ jKmlhre ou n^^ve. Ifous nlnaisteront pas 
,3sur ces applications ä Tanaljrse g^n^rale«'' 

IVoui arons du n^porter ce passage» qui est tres interessant» s(rft 
par rimperiaiuMi de la quesäon ä laquelie il s*applique^ soft par le nom 
de rauteur* II est d'aiUeurs presque inutile de dire que les resuitats final 
ne s*aeeofde point aveo notre dcfinilion des derir^ k indioes qudconques. 
Pour !fea conndncne^ il suCBt d?observer que» d'apris la ixmuie dona^ 
ftttWoMriers les d^rirto a indic» | d'une Ametion jr^elle seraient toujours 
imagpiaifes» tandis quoi dans nos ideeS| il j a une foule de fonctions 
pour Jesqudles ces ii6nvie$ sont rfefles« Aussl T^ualion : 

doft«ell0 itn xdgard^ comme une däfiiiition des diflSSrentteUes k indioes 
quelconquesy diSerente de la notre, et proposee impliritement dans le 
ptsnsgn de JFourien Nous croyons qu*on pourrait äever contre oette d6- 
finition plus d\a:ie objection solide. £t dabord fl pazait cm*on aurait pu 
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tout aussi blen^ oomme iioob Tavons tndlqo^ plus haut^ prendre pour Ifmites 
de 1'int^ale relative ä y», o et oo au lieu da — «c et +^^ Oo aurait 
^6 Gouduit par ee ebangement ä uoe autre formule trds difi^rente de la 
prämiere et souTent m^me eoutradictoire avee eUe^ aiosl ^on Ta ?u« 
Or oomme rien^ a priori ^ ne porte a preferer l^une de oea fomules ^ 
Tautre, il »emble quil reste quelq[ue cboM de vague dant oette mani^re 
de proceder. Jtfais uoe discuMion plus lougue rar oe aujet aerait raper«* 
flue« Reutrons donc dans les principes de noa premiert m^moireS et 
yoyon& qu'dties oooa^uences on peut en deduire« 

ni. 

MaiS| pour plus de g^neralit^ au lieu de &ire usage des formulas 
(A.)^ (B.)^ nous en employerons deux autres que Ton troure ^alement 
cl^montrees daus la Theorie analyiifue de h ckmJear. La premiSre de 
oes formulesy savoir: 

QU K d^gne un nombre r^l pris k yoloat^, sert ii repr^seote» uoe fouc- 
Uon fix) pour toutes les valeurs de jp oomprwes entre les limites — J^ et 
4-00^ en Sorte que le seoond membre de r^quatiou (1.) ost ^al ü /{x) 
quand on a x-\'K'^Oy et ^gal a zero quand or a x + K<^0. La si!« 
conde est comprise dans P^galit^: 

2. fix) = ^/^''dxfia)/JdpcoBpix—a). 

Elle repr&tente la fonetiou fix)^ entre les limHes •— » et «f* J^i et soo 
secoud membre est constaoimeut nul^ quand x est ^JT. 

On peut d^duire des ^quations (I.) et (3*) deux aufres ^quations 
partjculieres qu'ii est bon de faire connaitre. Pour cela soit m un nom« 
bre r^el et positif, ou du moins nn nombre de la forme m ss a-f- 6/^—1 ^ 
a etaiit 2> 0^ üfunm T^quation ( 1 . ) posons fix) ss e^'^'V et dans V^qpm^ 
tioD (2.), posons fix)^s^€^. II nous viendrat 

r^* = — / rfÄe*-"^/ dpno%fix — «) 

et 

= — / dae"^"/ dpcmpix — a), 

Ces deux ^galites peuveat dtre v^rifi^es de ie maniere suivante« 



^•»Ä 
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Coiurideroiis ^ pour fixer les üSeSf 1a dernidre de ces formuteB; et 
d&ignoDB son second membre par z. U ft^agit de prourer que, pour tonte 
Taleur de x inf^rieure k K, on a s sr e""^« Effectuaot d'aboird Plnt^gra« 
tioa relative k a, douh aoromi t 

L'int^gratioii d^finie^ relative d /r, peut awsi etre effeolii^i et A oause de 
K'-^x^Qf oa a par (es formoles ooonuesi 

A»4.pi " T^ ^ /o m*+p* ""T^ ' 

d'oik r&ulte i z^ssl e^^ oomme od voulait le ddmoDf rw« Ce<i suppose 
x^K. Pour des valetira de x sup^rieures ä K^ la diffi$renee K — x ^tant 
negative 9 on aurait au oontrairei 

et il ea r^tulterait s ss& 0« Oa d^monlTerait de la meme maoiere la for- 
nuile qui donne la valeur de ^^""^ entre les limitet -— iT et + ^. TeUe^ 
sont avee let ^uatums (!•) et (2.) les formulea foudaoientaies aux^aeHes 
nous allona appfiquer nos raisounemeuts. 

IT* 

Bnfin il reste 4 donner T^ouoö d'ua tiü^eme principal sur lequd 
nous alloDS nons appuyer^ savotr Teiioiic^ da dK^£me relatif k la maoiere 
de fonner lea d^rir^ fraetionnaires par le Moours de oertaines expres- 
sions qui devieonent § *)• Ce tb^orSme coosisie eo den regles que voici« 

P« Si la fonction fijg) est teDe que soo d^veloppement exponea* 
tiel T^A^^^ oe cootienoe que des expotants m de la forme a-f-^/^ — 1 

(a ^taot ^0)^ la d^riv^ JJ^' sera la vraie valeur que preodra la 

fracäoiit 

P,= ip(/(a.)-:5./(*--*)+«l^/(*-2A)-eec.) 

quand oo rMuira k w6ro la quaotit^ positive A. 

2^ Si la foDCticm f{x) est teile que son ddveloppement exponea^ 
tiel ^Am^^ ne oootieDne que des exposanfa de la forme *-a '\-tV^—lf 

ou dont la partie r^Ue seit negative » la deriv^ -\f sera la vrale va^ 






*) Jirnnot de tScoU pofyiechnijjae, 2V^^ cahier, pQg9 107« 
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leur que prandn la fnetioni 

quaiid oa Mdufra k z6ro Ja quanlilii posiüre L 

Lee ddniCQstratfoM de oes deux rä^es Mirt si «Mee i^ trmnrer 
je ne crofe pas deiroir lee r^ier kL EUes oonaiBteot k remplaeer | 
tollt ks foiietioiis per leors d^veloppflmeDte expooeBlieb» & sominer 
Suite leg fl^rieg comrefgeotes qirf ae t wmv gi H so« le sigiie 2, et 4 poaer 
enfin A es O daoB re^pression finle qoi r&ulte de eeUe Mo m mMotu 

Maintenant » pour monirer oo n mi eiit hob tb^oremee eondabent k 
exprlmer en int^gnkn doidileR feadifriv^ k mdfoes qiielcolKiiieB» pranoDS 
uB €Kemple simplei et ehereboos lee d^v^ee de rexpoDeotielle e^'f pour 
tootee lee ytiean de jr eon^rieee eiitre — oo et fo Domlire ioddteroiiii^ 
K. Pour arrfarer a ee bu^ partone de T^quation: 

qid a dti£ d&nontrfe toiit 4 üieiire^ ia partie r^dOe de m Stant ^Ö« 

Cette ^qoB/don subeiilant toutes lee (bfis que 3t prend «le tateur 
reelle ^Xf 3 «( Mdent qu^'oB peoi y c^MDger x en x — A, en je? — 2A, 
eu jr~*3A9 aCo»| poarvu que h eott ^0. AbuA on aurat 

^-or^, ÄS •iy***rfaif~/''rf/iooe/i(x~*— »^ 

^«<x-rt) _ i. /*^*rfft#~/"rf;,C08«(*~-2Ä— a). 



»- • 1 » , I i • 



Si l'oo muItipIiB 068 ^qoationa (en commea^ant d odle qui 
M>a preuier membre «"*) f0ap«etireRuat part 

^' ""a^T* fc-* 1.2 » ]?■• i:i.3" » "*'» 
puis qu'on les i^out^ R ett dftn' qu'on fo r m ena d'une part Ia fonatkwt 

i>Sj =, !.(«!-«— ^ #-(*-*) + el5^^(*-^J— etc.), 

dont Ia valeur Po> pour 4 ss 0^ sera ,^ ^ et d'aotre pert Phtqprale 
double 
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0^ represeotent la fraotion: 

La %6A% qui repr^seote la Taleur de 0^ oert oi Mnrergeiite^ ni diver- 
gente; et pour qu'elle aoipiierre ud sens pr^is, Ü faut multiplier «es di- 
Ter« termet par lea puissances sucoessives d'une qiiaDlit^ iofioiment peu 
dUKSrente de Tunit^ *)« Cctte Operation eflfeotu^, on met aisdinent la 
valeur de Qj, soua fofoie finie, et ea ddsignant par Q^ la vateur partieii« 

liere qui rdpood ik As90^ on obtient Q^^ssj^w^^p» — po^^^^^ 
Or r^galit^; 

que noua yenons de d^montrer» et qui subaiste quelle que sott U quan- 
tit^ poeitire h^ devenant, par fbjpotliAse AsssO; 

doDoe, quand on j renipla9e P^ et Q^ par ieürs Taleurs, f dqiiation auiTante : 

dquation i laquelle nona ?ottiions parrenir, et qid nous fi^ oonaaitre ime 

integrale double dquivalente & la d^rir^e ■ • 

En Mcond lieu cberohpns la d^rlv^ \ indioe /x ^ ^^"% pour tou- 
tea les valeurs de 9 comprises entre — -JT et 4*^=^ Kons avous eotre 
oe» Umiteft; 

Soit h une quantil^ inBoiment petite et poiiäTe» on pourra, danft l^galit^ 
que je riene d'iSerire» remplaoer s par x^hf jr4-2A, jr + 3Ä, etc. Si 
douc on pose: 

et 

Q^ s= ^Cl^^c<mp(0^)'^'^co^pi»H'-»)'^^^^^^<Mn{xH-«) ^ etc.), 



*) Journal «b TScott polyteehnique, 19*"* ßaMtr, ptgt 408. 
Cratta's JounWI d. M. Bd. XilL Hit 3. 30 
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oa aura? 

puis^ en faisaat h=s,Oj oette egalit^ derieadra: 



Or on o P^itts : de pina on troiire aieesMot: 

Bfeltant donc au lirni de P«» Q«» '^r^ 'valeora. j'obtieiiat 






formnle trea diffi^rente de oelle qui donne ^ et qui ne s'eii d&foiMit 
DuUenient en j cban^ant m en — m. 

VI. 

Lea Taleura que noua yenona de trouTer poor lea d^y6m dea 
fonctiona exponentiellea e^^ e"^ a-^tendeot ^aÄnent & dea fonctiona plua 
g^n^ralea« Pour £x« lea id^, cooaid^oa uoe foiM^on form^ par ki 
aomine de pluaieura exponentiellea ä exposaota poaUifii, ou plutöt une 
foDotion doQt le diSyeloppeinent aoit de )a forme S^^e"^, m ^taut 
ssa-f*^/*— 1» et a ^nt >-0. AdmettoBa en outre que c^le fonctioo 
ue deyieooe iofioie pour Auopne yaleur de ßc inferieure k K. Alora eile 
pourni s'exprimer^ d'apr^ le th^ordme de JPhurier^ par une int^rale 
double, pour tontes lea yaleura r^ellea de x oomprisea eotre -— oo et +JCj 
et en la representaot par f{x) , on aura : 

Comme eette ^uation aubai^te en j obaiigeant x en dP— »A, eo w—2Ap 
en jr— 3^5 eto., poiirvu que A aoit !>0, il est dair que ai Von poae: 

et 

Q*«p:(co«;»(ar--«)~|-co«(x--Ä-«) + «i^^oai/»(«---2Ä-«)-.eto.), 

on trourera: 

A presenty ai ?on feit AsbO, on aura: 



4e plm il viendra: 
Donc o& obtieDt: 

Oo poarrait d^montrer cette demidre formnle, eo partant de V^ffXMt 

car, ri on la maltipHe par J^^ puls •! I'on indique pqr le aigne S une 
somme qin s'^ende k toute« les wieun qua preonent m «t A„ dam ia 
fondkm f(x) «e S ^^ «% ü en r^aulterae 

oe qu! rei^nt ao fond & räquation ^orft« tout ä l'heiirei parceqoa d^uiie 
part on a: 

et qoe^ d'autre parf^ oo pent plaoery dam le seoond membre, ie aigae 2 
apres le eigne /* relatif & ia variable m^ et tubstitiMir etisiiite /(») aa liea 
de S^«^. 

Si Ton eoarfd^rak au eantnare noe fimodon /(jt) doot ia valeur 
litt repr^sent^y eotre lei iimites — £ et -f*oo» par nn d^reiop|»einent de 
Ia forme S--<p,^"" (m Mtamt ssn-ji-b/^'^i et a>0) oo trouFerait par 
UDO aeinl>lat>le auaipe: 

Bnfio •{ le jd^eloppement de la fonolion /(^r) etait oompoiA^ i Ia fo» 
dfe^pooeotieUes de ia forme 0^ et d*expoiieiit!eUea de la forme (T^^ on 
partagerait oette fooctipa en deiK partiea dittinetea que fon traiterait a^ 
par^nent par lea pnnoipen oonvenablea h leur natura. 

Je terminerai ce paragrapbe par troM obsenratioos atiles«^ 
1^ L'^iiatioD : 

et toatee Ua ^quations semblables qae l*oa reocontre daos ce memoire, 

30* 
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renferment impHcitemefit ^ dans leur premier membre» ime fonetion com^ 
pUmentaire doot on ne pourrait faire abstraetion saus d^truire leur g^« 
nullte ^ et qui doit Stre delermin^e^ daiis efaaqae cas^ par les donn^ 
particulieres du problSme^). 

'l**. Ges ^quations peuvent servir o Aeum usages difF^^rento; car elles 
doimenty aoit le moyen de tranaformer en iot^gralea d^finies doublea les 
düTereutielles k indioes queloonques, soit reeiproquemeot le mojen de oaU 
culer les yaleurs de ces iut^grales doubleS| qnand eellea den difi&entieUea 
«out eounuea, ee qui arrivo en oertaiiui eas particuliers« 

ä^. Les prioGipes qui mout guid^ daoa toutea ce« recherohes, repo» 
sent 8ur las Tbeor^es rappel^s au No, IT. et demontr^ dans le Journal 
de PEeole polytechnique ; mais ce« th^oremes ne couduiraient phis k au- 
cuQ r^ltat^ all s'aghsait d'introdiüre , dans le caicul des diflR^rentielles k 
iodiees quelconques^ les fonnules par lesquelles on reprdsente une fono« 
tion J{x\ en Serie de eosinus^ pour toutes lea valeurs de » oomprises 
entre deux Umites finies c, b. Co n'est pas que remploi de oes formules 
(utiies a toutes les parties de Fanalyse) doive 4tre banni du nouveau cai- 
cul; mais les difficult^, que eet emploi präsente, m^ritent d'etre lev^; 
et de la nait une question tres digne de TatteAtion des G^metres« 

vn. 

L'analjse employ^e dans ce Memoire 5 analyse dont fid^ pre* 
midre se trouTe indiqu^^ depds long-temps^ dans .le Journul «f« fEcole 
polytechnifuef n'est pas sans ntilit^ dans eette brandie du cabnl int^raly 
qui a ponr objet la d^terminatioii des quadralures definies* EUe donnn 
naissanoe ä une eertaine m^hodo que neos fenms emmaitce en pett de 
motSi et dont on multiplierak aisement les appliaatioas. 

Soient F(x\ (p (joty x) deux fonctiotts de x dont lea d^eloppementa en 
s^ries edLponentieUea ne r enfe rment que des exposanta r^ls ndgatifs^ na 
des exposanta imaginaires dont la partie r^eUe seit nfgafiire» 8i lea quan» 
tit^ üp b sont Ind^pendantes de jr, nt si en d^signant psr K un nombre 

reel eonnu^ on a entre les Umites orss iT^ ^rcsdo^ T^quatioa: 

h 
(P(a^x)äa «s F(x)f 



/ 



*) Vojes le 2t^^ asbier du Journal de tBcoU volri€dMmu{ 1^ moa Memoire 
ftur la Theoreme das fbnctiotis coropUmentairgt, üt%iri osas la Toaa XL du Joarjial 
d0 Mr. Crelie. 



je ik qu'on anra autri «nire oes Ifmiteg: 

y. rf«'' ''^ = -rf^- 
Poor ddaftentrer ce tb^ordoMS ü fiuit. observer que, d'apre« nos bjpoth^s«^ 

«ibmte dy en d^i^junit par h one ^piantH^ pontive, <m cbange x en 
x-^ht en dr+2A, en jr4>3^ ete. D'apr^ cela, m Ton pose: 

P» - ^('^(x)-- ?-F(ar+Ä) + <i^^F(* + 2A)- etc. 
et: 

Qk « ^(4>(«.*)— f ^(«.*+A)+^i^^i;fL)^(a,, + 2A) -etc.), 

eo tronvera aans difiicult^: 

^gplitt quiy en posanft i ssO^ devieot: 
el dfoJk 1*00 d&luit bnm^cUatenMnt: 

« fon ebaerre que P. « ^^^'' '^ et <]iie P.^€Ilf, 

Void i|uelqiiec applicalians de ce Th^or^Bie* Bn dedlg^iit par x 
«ne ^pientit^ positive et par r la baae de logarithmet n^p^riena, on a» 
^alie qua aoit la eonatante ff Traute cosnue: 

O'apres le Tb^dme que nous vra^ia de d^monirer, <m peut dif« 
förenfier a indioea queieonquea^ par rapport a x^ les deux membres de 
aette ^alh^ Si dona on eflPeotue ceUe diiC^renoiatioii par rapport a un 
iadice fc — 1, en se cappelant las formulea donn^ dana le 21^** oahier 
dn Journal de tEcole palyUcknifu^, poor differencier les fractiom ration- 
neUany on trouverai 

/^ r(pUot(Mi>rcidiia^) 
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r(ft) repr^ntanty d'aprds 1a notafioD de Leyendre, Yint^grale eol^iemie 
de seooode eapece, et ^ desfgnaiik uDe fonetion eempl^mentaire da la forme: 

Si^ pour plm de simplicit^^ aa rappose A>0, on roH que Pint^grale 
j'^er^^af^^coB^ada devient iofiniment petite qiiand la qaaiititd x pread 
nne valeur positive iofiniment grande: eneffet, ai Pon poae axss$^ Ilot^- 
grale dont neos parlona ae transforme dana ceDe^oit 






laqueile ^videmroeot a nne yaleure plus petite que 

^ • 

er cette derni4re expresaion m r^uisant & s^ro, quand jrasco^ i| an est 
de mdme a fortiori" de Pintegrale 

/ ^"•'.ar'*.oos^a.rfa. 

Le aecund membre de notre ^quation^ qui exprime la Talrar de oette 
mtegraie, doit dont aussi s'^vanouir qnand ^r ss oo^ ee qui ex^e qii^oif ait 
i^ssO. Par conseqnent 11 reste sim^dementt 

/T (/») cos (jb^ arc tao^ -l^j 

ce qui coYncide au fand avee lös r^nltats t\x\^EHier a obtenos par indoo- 
tion^ et qiie Vb. Paisson a figöureusement ^ablis en soivant une mardie 
moins directe qua la nötre^ 

En operant d'uue mani^re analogne sur l'inf^grale d^finie^ 



OD trouverait la formale : / q\ 

. T{fA) sin (flBTCtMO^^^ 

I e^^.ar**.iänfada « -^— • — j- 1 

qui a öt^ donn^ aossi par Muler^ 

En dösignant par jff un uombre positif queloonqne^ on ai comme 
ii est ais^ de ie yoir: 
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Si dono on preod la diffiSreatidle A indice ft— 1 des denx membrWy con- 
form^ment atx ihdordme de ce No«» il viendra: 

^ d&ignant one fonctiop coinpl^mentaire de La forme: 

Gelte fbnction compl^mentaire doit dtre prbe ^le k B^rb, ai Poo aappose 
ft poaitif ; car dana oette bypodidse, riot^rale 



devient nulle pour jr = oo tout ausai bien que l'exponeDtielle ^r*. U 

reste donc simpiemeot : 

/^ ^/-* da 2fC9r^ 

oe qai s^accorde aveo les räiiltata obtenus par d'autren G^ometres *)• 

Bn mt^grant la quaotit^ ^ , ■ ^ entre lea limites et oo^ on trouve 
aana dBfficnlt^ l'eqnalion soiTante: 

y^"" da %^ 

dana Ufpiene a: d&igne un nombre poaitif qnelconqtie« Prenant meinte- 
nant la diflR^rentielie d indioe ii — 1 des deox membrea et suppoaant m^O, 
neue obtiendronfli tont calcäl fait: 

sinf fi «rc laog — Y d a 



f 



xJ n 



Od n*a paa ajout^^ dans le aecond membre, de foncfion compl^ 
mentairey paroequ^en supposant fi positif , lea deox membrea de Föqaalioo 
qpie fious Tonons d'eortre deviennent nuls loraque jp deyient infini, ce qni 
ex^ que la fooction compMmentaire aoit ^gale d sero. A pr^ent, poiir 
donner k notre int^rale nne forme plus ^l^gante^ rabatituona a la variable » 

raie antre variable 9 Wie k la premidre par la relation : arc tang — ss 9« Nooa 

iMi 

jk 3C d 

dtiuirona de oette rdatioDi «(^=sxtaog0^ dass, — j^: an «uhadtoant cea 
valanra dana l.^qnatioQ pröc^dente, la letkre x diparattre d^ene-m^me, et 



*) Vojes 1« ZWorie analytiqitt deä Probuhifiiit de ILoplace^ pag€ 134} et le 
W^ cabiar iu Journal de PEcoIe polyttchnique^ poge 480. 



232 12. Li0uviU9f ^ppi' dunt formuU </# Fauriwr* 

notM tombOTons rar un r&ultat aisez remarqiiabte «fue roid: 

n 
. o A>" ^ 2 

L'^galito ä laqueile nous sommes panrenus siqipose fA ^ : eile ae r^rifie 
immediatenietit poor lea valeura luotiectn de /u teUes que ft as 1, ft ss 2, etc. 

« /^ ^ ff 

Pour ftssl^ par execnpie^ die ae r^uil a ridentit^ / i/9ss-j« Pour 
u SS 2^ eile fournit : 

OTi puiaqti'on a sin29 = 2sintf cos0^ oela devient slmpleinent 



rf 



ce qiii est exaot. Et on v^fierait do roöme l'^quatioD; 
pour loutea les aulrea valeura cntieres de fi. 
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la 

Umkehran;^ des Ptolomftisehen Satzes« 

(Von Herrn ProiSMSor Dr. Foniemann, sa Danzfg.) 



Im 8ten Bande dieses Jouraab S.320« ist von mir eine Au%abe Torge« 
legt worden^ vrelcibe nichts anders, als die Umkehnmg des Ptoloraüisohen 
Satses nber Vierecke , die einem Kreise eingeschrieben sind, fordert» 
Zwar sind von dieser Aufgabe in diesem Journale schon zwei yerschiedene 
Auflösungen gegeben (Bd. 10« 8^41. und Bd« 11. S.2640; gleichwohl halte 
ich die Mittheilung meiner eigenen Auflösung nicht für Hberllüssig. 

Es seien a, b, c, d die Seiten, Pf f die Diagonalen eines einem 
Kreise eingeschriebenen Vierecsks, und zwar so, dafis die Seiten a, c einan-« 
der gegenüberliegen, wie auch h upd d, und dafs die Diagonale p die 
beiden Ecken verbinde, von denen die «ine durdb das Zusammenstofsen 
von a mit d, die andere durch das Zusammentreffen von b mit e gebildet 
whdf wfihrend (f die übrigen Ecken verbinde. Dann gilt nicht blols die 
Gleichung des Ptolomaischen Satzes: 

p^ 7m ac-^bdf 

sondern auch, wegen eines andern bekannten Satzes, die folgende 

p:j SS ad'^bc:aö'\'Cd» 
Statt dieser beiden Gleichungen können wir Schreibens 

I. ac -^ bd ~ Pf ^sz 0, oder ^ s= 0, 

IL abp-Ycdp'-^adf^bcj pn 0^ oder £ ses 0) 
wenn wir nemlidi setzen: 

A ssfi. ae-^-bd -^pff B sss aep^cdp^^ad^ — beq. 
Sind von einem Vierecke im Kreise die Seiten c, ^, r, d gegeben, so 
kann man aus jenen Gleichungen p und 7 bestimmen« Dabdi ist zu 
beachten, dals durch Elimination von y und von p sich beziehlich für p 
und f reine quadratische Gleichungen ergeben, aus denen sich findet; 

CidU't Jonrnal d. M. Bd. XUI. Uft. S. 31 
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80) daTsy wenn far a, &, c, if durchgängig positive Zahlen angeDommea 
werden, für p nur ein einziger reeller Werth entetehet, und eben so nach 
(ur f; indem es hier offenbar nicht nilthig ist^ die negativen Werthe der 
Quadratwurzeln zu beriicksiohtigen* 

Nun ergiebt sieh leicht die Richtigkeit des folgenden Satzes: ^^Hat 
man ein Yieredk, dessen Seiten und Diagonalen den Gleichungen (I.) und 
(II.) genügen, so kann durch die Eckpuncte desselben ein Kreis beschrie«- 
ben werden/' Ein Yiereck im Kreise nemiich wird sdhon durch seine 
vier Seifen bestimmt ; stellte man sich nun ein Viereck im Kreise init den 
Seiten a, b^ c^ d vor, dessen Diagonalen p^ und ^' hieCien, so miifste dasselbe 
auch den Gleichungen !• uud IL genügen, nur p' und ^^ statt /i, y ge- 
schrieben; vermöge der vorher betrachteten Natur der Gleichungen (eu) 
und (ß.) mu&te daher sein: p^=s^p\ q^si q'y und, wie leicht daraus folgt, 
das Yiereck aus o, by r, <f, p^ q dem aus a, 6, c, i/, p\ ^^ congruen^ 
mithin jenes ebenfalls ein Tiereck im Kreise. 

Um nun den Satz zu beweisen: „Genügen die Seiten und Diago- 
nalen eines Vierecks der Gleichung (I-)»* *o ist das Viereck ein Viereck 
im Kreise," wird es darauf ankommen, zu beweisen: „Wenn dio Seiten 
und Diagonalen der Gleichung (I.) geniigen, so genügen sie auch noth* 
wendig der Gleichung (IL)«" 

Dieses lälst sich aber folgendermafsen leisten» Da von den sechs 
Grofsen a, 6, ^, d^ p^ ^ schon fünf binrttchen , ein Viereck ganz im AH« 
gemeinen zu bestimmen, so mufe es eine Gleichung zwischen jenen sechs 
GrSJben geben, die bei jedem Yierecke Statt findet« Diese Gleidiung ist 
folgende: 

fl*c^+ o*c* + A*cP + Ä^d^ + p^f -f ;>Y 

+ o^*V + a^d^i" + Ä^cV + ^'^^P^ 
Man findet diese Gleichung z.B« bewiesen in Carnot's Geometrie der 
Stellung, übersetzt von Schumacher Tb» II* S« 258. Den in derael« 
ben links stehenden Ausdruck k5nnoi wir aber^ wie sidi bei der Prn» 
(nng best8tigen wird, ausdrucken durch AC'\^B^y wenn wir setztti: 

so 9 dab also gesdirieben werden kann: 
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ab Andeutang der allgemeioeo Gleichung für die sechs Gro&en a, b, c^ df, 
Pf 9 hei jedem Vierecke» 

Nun folgt leicht: y^B'iodet hei einem Vierecke die Gleichung (I.)« 
Statte d« h« ist .r^^Oy so gehet die bei ihm nothwendig Statt findende 
Gleichung (III.) über in £^ = 0; es ist also auch B = 0^ d»h. auch (IL) 
findet Statt, und somit ist das Geforderte geleistet. 

Nicht eben so unmittelbar lalst sich der durch die Gleichung (II.) 
ausgedruckte Satz umkehren; denn ist Bt^zO, so folgt zwar ^C = 0^ 
aber nicht nothwendig ^ = 0» Auch kann man keinesweges die Um- 
kehrung des Ptolomäischen Satzes so aussprechen: ,, Geniigen die sechs 
Linien Op b, c, (/, p, q den Gleichungen (L) ui^d (III.) > so kann man 
aus ihnen ein Viereck im Kreise bilden/^ Denn^ obgleich man für a, b^ c, d 
beliebige reelle und positive Werthe annehmen , dann mittelst (o.) und 
(ß.) reelle Werthe Ton p und 9 finden kann^ welche nicht blofs den 
Gleichungen (I.) und (IIO1 sondern auch der Gleichung (III.) genügen, 
so wird doch nicht iduner ein Viereck möglieh sein^ welches diese reellen 
Linien O9 b, •• •• enthalt; das Viereck ist z.B. unmöglich, wenn man die 
Linien a^ b^ c, d so wählt, dafs eine derselben gröfser ist, als die Summe 
der übrigen* 

Der Beweis, welcher für den hier beweisenen Satz im 8ten Bande 
dieses Journals gegeben ist, scheint mir nicht genügend. Es ist darin 
von einer Bedingungsgleichung die Rede, welche für die sechs Grö- 
lten a, ... «1 7 bei jedem Vierecke statt finden müsse. Diese Bedin- 
gun^leichung , offenbar die hier mit (UI.) bezeichnete, wird aber nicht 
aufgestellt, und nur bewiesen, sie müsse von />y=cc-|-.4rf verschieden 
sein, so, dais mittelst dieser beiden Gleichungen für gegebene Werthe yon 
üf bf Cy d sich die zugehörigen Werthe von p und q bestimmen lassen 
mulsten* Es scheint aber hieraus nicht mit Sicherheit geschlossen werden zu 
können, dals ein Viereck, welches die gegebenen Seiten a, £, r, d und die auf 
jene Art berechneten Diagonalen p und q enthält ein Viereck im Kreise, also 
identisch nnt dem durch a^ b, c^ d schon völlig bestimmten Vl<orecke im 
Krrise sein müsse. Könnten sich nicht, bei Auflösung der beiden in Rede 
stehenden Gleichungen, mehrfache Werthe von p und ^ ergeben? Nur 
dafa, wie oben gezeigt wurde, aus (I.) und (IIL) auch (IL), dann aber 
ans (L) und (n.) sich (a.) und (0.) ergeben, vrelohe Gleiobimgen iar 

31 ♦ 
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jede Diagonale our einen einzigen Werdi daribieten^ scheint einen mhem 
Sehiufii mS^ßdi zu machen* FMlidi wfirde man^ audi ohne we ite r e 
KenntniBi der Besdiaffenhrit der Bedingungpgleichnng (IIL), i^en kSn« 
nen: ein Yiereok» das den ddchnngen (L) und (IIL) genüge^ et ford er e 
zu attner Beatinnming vier Studie ^ statt fSnf; wollte man aher vidleicht 
hieraus folgern^ es mSsse ein Viereck im Kreise sein, so ginge dies eben 
so wen^ an^ wie^ wenn man (so wie in dnem Beweise des ParaUelo« 
g ra mn i s der KrSfte im Isten Bunde dieses Journals geschehen) bdmnp« 
tete, ein Viereck^ dafs durah drei StScke bestimmbar sei, müsse dnroiiatts 
ero Parallelogramm wein. 
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14. 

Einfacher Beweis eines Satzes der Combinationslehre« 

(Von Herrtl Prof. Dr« Forstemann zu Danzig«) 



Jjejseichiiet man die Anasahl der Gombmationeii zur /iten Glasse ans m \et^ 



schiedenen Elementen ohne Wiederholungen mit t/^^ bei nnbesohrSnkten 

^^ n 

Wiederholungen aber mit G^ rep«, so ist bekanntlich 

w A wi(m~l)»»> >(m — n4-2)(m — «+!) 

l*2«««»(ft — Ij« ^ 

"• «^»«P-" i.2.\..{n-i)n • 

Gegen den Beweis ^ welcher fttr die erste von diesen Formebi ge« 
geben zu werden pflegt, ist nichts zu erinnern» Die zweite aber findet 
man in verschiedenen Lehrbfichem auf verschiedene, in manchen auf un^ 
genügende Art bewiesen; und selbst diejenigen Beweise dieser Formel, 
welche in Hinsicht auf Genauigkeit nichts zu vrünschen übrig lassen, sind 
doch von solcher Art, dafs sie nicht völlig beinedigen, und, beson« 
ders beim Unterrichte, einen einfacheren Beweis^ der leiditer aufzufassen 
und zu behalten sei, vermissen lassen« Deshalb wird die Mittheilung des 
folgenden, wie es mir scheint, höchst einfachen Beweises vielleicht Ent* 
sohuldigung finden« 

Da nach der als bewiesen angenommenen Gleichung L anch 

« (m+w— l)(m + n~2)>>.>(m+l)n 

SO wird es nur darauf ankommen, zn beweisen, dafs dieGleichungStatt findet: 

n n 

IIL Cn^Ve^. «S On^^n^f 

d. h* zu beweisen, dafs aus m Elementen eben so viele Combinationen mit 
Wiederholungen zur /rten Classe gebildet werden können, wie aus 
m*f/i«—l Elementen Combinationen ohne Wiederholungen, ebenfidls zur 
/iten Classe; dann wird sich die Gleichung IL sogleich als richtig wge» 
ben» Jenes wird aber folgendermalsen bewies^i« 
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AuB jeder Gombinatioosforin mit Wiederholungen der nten Ctasse 
aus den m Elementen 1, 2^ * • . • m kann man eine Combinationsform 
ohne Wiederhohingen der /iten Gasse aus den (m-^-n — 1) Elementen 
Ij 2, •••• rrif (m+l)....(m + n — 1) herleiten » indem man iiber die n 
in der Form enthaltenen Elemente, nach der Reihe^ die Indioea 0, 1, 'i, ... 
, . . (a— *1) schreibt^ und dann zu jedem Elemente den darüber stehenden 
Index addirt» Z. B. mi den Combinafionen mit Wiederholimgen der 4ten 
Classe ans den 3 Elementen 1, 2, 3 gehSrt die Form 2233. Verfährt 
man hiermit naoh der Vorschrift^ so hat man 

Indices; 0123, 

gegebene Form: 2233, 
neue Form: 2356. 

Diese neue Form gebort wirklich zu den Combinafionen ohne Wiederho* 
lungen aus den 3+4* — 1 = 6 Elementen 1, 2^ 3^ 4^ 5^ 6^ ebenfalls zur 
4ten Classe« Es wird aber^ ganz im Allgemeinen , die neue Form wirk^ 
lieh zu den Combinationen ohne Wiederholungen der nten Classe aus den 
Elementen 1, 2 9 •••• i^-^^ — 1) gehören ^ weil bei jener Ableitungs- 
weisa diese neue Form weder ein Element enthalten kann, welches über 
^^^/i-^l) hinausgebet I noch gegen das Gesetz verstoÜsen kann, dafs 
einem Elemente in der Form nur höhere Elemente folgen sollen* Durch 
Sobtraotion der Indices gehet man leicht den entgegengesetzten Weg, tou 
den Combinationen ohne Wiederholungen zu den Combinationen mit Wie^ 
derholungen^ und auch hier siebet man leicht^ dals die entstehende Form 
kein über m hinausgehendes Element enthalten ^ und auch nicht gegen 
das Gesetz verstofsen kann^ nach welchem einem Elemente kein niedri» 
geres folgen soll» So ergiebt sicb^ dals iiberbaupt die Formen beider Ar- 
ten einander paarweise genau correspondiren, dafs es also so viel Formen 
der einen wie der andern Art giebt| oder dafs die Gleichung IIL wirk« 
lieh richtig ist« 

Hoch werde bemerkt, dafs der niedrigsten Form mit Wie* 
derholnngen, nSmlich lll.».!^ auf diese Weise die niedrigste Form 
ohne Wiederholungen 123 •«../i, und der biicbsten Form mit Wieder- 
holungen I nümlich mmm . . ^ . m ^ die höchste ohne Wiederholungen 
/?i(m-f-l)(/ii-f-2)....(/n + /i — 1) entspricht, fa, dals iiberbaupt^ bei teri* 
cographischer Anordnung beider Arten, ron Combinationsformen , die rte 
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Form der einen Art der rten Form der andern Art oorrespondirtj wie 
z. B. folgende Aufsteliung der Combinationen mit Wiederholungen der 
3ten ClasM aus 1^ 3, 3 und der Combinationea ohne Wiederholungen der 
3ten Classe aus 1» 2^ 3^ 4, 5 zeigt: 

Comb* m. W.: 111, 112, 113, 122, 123, 133, 222, 223, 233, 333, 
Comb, o. W.: 123, 124, 125, 134, 135, 145, 234, 235, 245, 345. 

Wie es scheint ist dieser Bewds, nach seiner Grundidee hödist nahe 
liegend, leicht aufzufegen und leicht zu behalten. Man möchte fast glau- 
ben, er müsse längst bekannt sein; doch habe ich ihn nirgend gefun« 
den, so viel Werke ich auch deshalb nachschlug. Sollte er dennoch 
schon irgend wo sich mitgetheilt finden, so würde eine Notiz darSber 
mich zum Danke verpflichten. 

Danzig, den ISten October 1834« 
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15. 

Zur Begründung and Erweiterung der Variatiöns- 

reehnnng. 

(Von Herrn Dr, jC MitUry In Hridelberg.) 



Dm von Euler der YariatioDsrechnimgf untergelegte Principe bt selbst 
von Lagrange^ dem Erfinder dieser Redmutigsweisey gutgeheifsen und 
angenommen worden* Audi die neuere Zeit hat nichts daran geSndert^ 
noeh dasselbe durah ein anderes verdrfingt. Obwohl nun aus diesem 
letzten Umstände fiir das Euler' sohe Princtp niohts gefolgert werden 
kann 9 da die ungewöbnßohe Höhe der Abstraction durdi ihre Reixe nur 
Wenige anzuxidien soheiat, so ist es doch gewifs^ dals Eule r 's Grundge- 
danke eben so als der allein wahre dasteht^ wie er an K&hnheit Alles 
SbertriiB« Nur fehlt ihm die erforderh*die volle Bestimmtheit, und er 
steht völlig isolirt» Als idb vor einiger Zeit diesem Gegenstande mit aller 
Aufimerksamkeit nachdachte, iand ich, dals das, was Euler als Princq» 
der Yariationsredinung au&teUte, nicht allein einer genauen Bestimmimg 
fghigf acmdem auch, vom bolirtsein weit entfernt, em Glied, aber noch 
nur ein Glied einer unendlichen Reihe von Wahriieiten ist, die wir noch 
XU entwickeln haben. Ich will im Folgenden versuchen, das Feld dieser 
Wahrheiten erdffhen su helfen» 

L Begriff von Function« 

§• U 
Man untersoheidet gewöhnlich verSnderlieh und constante 
6r6Isen« Obgleich dieser Sprachgebrauch der Natur der Sache nidit an» 
gemessen ist, so soll er doch, in Ermangelung eines besseren, im FoU 
genden beibehalten werden. Mit Beziehung auf ihn unterscheide ich 
wesentliche und unwesentliche Constanten« Beide sind in jedem 
gegebenen Falle leicht 2u untersdieiden, so schwer auch die Angabe 
der allgemeinen Cbaractere derselben ist. Die unwesentlichen Constanten 
kann man daran erkennen, dafs sie aua einem Ausdrucke oder eiuer Glei-» 
diung entfernt werden können, ohne dals die Natur des Ausdrucks oder 
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^r Gldehnng veräDdert ^vrird; die wesenäichen können aber nicht entfernt 
und nur mit andern weftratlichen Confttanten vertauBoht werden. 

§.2. 

Es sei zwischen zwei unveränderlichen Grö&en x und y, nnd einer 
wesentlichen Constante a^ eine Gleichnng gegeben. Je nach der Natur 
diesef Gleichung giebt es eine oder mehrere besondere Gleichungen, von 
denen jede der gegebenen genttgt^ und welche sttmmtlich die Form haben : 

y = (p(a, x). 
Um nun aus einer solchen Gleichung alle nur möglichen Werthe zu erhalten^ 
welche y nach und nach annehmen kann, verfährt man am einfachsten so: 
man setzt a einen ersten möglichen Werth Ou, und nun statt Xy nach und 
nach alle möglichen Werthe, die durch a^ a^i, 2^29 • • • • bezeichnet werden 
mögen, und entwickelt die zugehörigen, möglichen Werthe von y. Diese 
sollen yj^, y{">, yi">, heifsen. 

Nun setzt man fUr a einen zweiten möglichen Werth ai, statt a 
wieder die Werthe otu, a?i, X2^ ...., und sucht die zugehörigen Werthe 
von y, welche durch yj'^ yj*^ y^^\ .... angezeigt werden mögen. 

Man setzt femer für a einen dritten möglichen Werth 02, statt x 
die Werthe a?ü, aJi, a?2, . . . ., und sucht die Werthe y?\ y{*\ y?^, . . . . 
von y, etc. 

Alle diese möglichen Werthe von y kann man in folgendes Schema 
bringen : 



«5 


Sil 


yi*> 


|.C5) 


yf' 


yi'' 


yj'» 


04 




y{*^ 


y2 


y\*' 


yV 


y^*' 


O3 


l|(3) 


yP^ 


gl (3) 

y2 


y?' 


y'P 


yj'' 


«2 


So 


yr> 


y2 


y?' 


yj" 


yr 


«1 


y» 


y{^> 


y2 


y5" 


yl'^ 


yV' 


ö.) 


«00 


yr'> 


y2 


yr 


yl"^ 


yP 




j^, 


x, 


X2 


a?3 


ar« 


*5 



Die unterste Reihe enthält alle möglichen Werthe von Xy und die erste, 
aufwärts gehende Reihe alle möglichen Werthe von a. Von den hori- 
zontalen Reihen enthält die erste jene Werthe, welche y bei a = o», 
die zweite aber jene Werthe, welche y bei a = 01, u. s. w. anneh- 
men kann. 

Dies vorausgesetzt, läfst sich die Bedeutung der Sätze: y ist eine 
Function von a, u. s. w. so bezeichnen: 
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1) Betrachtet man in der gegebenen Gleichung y als FonctioQ von x, 
so ist jf irgend ein Glied in einer bestimmten horizontalen Reihe des 
Schema^s. 

2) Betrachtet man y als Function von a, so ist y irgend ein Glied in 
einer bestimmten verticalen Reihe. 

3) Betrachtet man y als Function von a und x, so ist y irgend ein 
Glied des ganzen Schema's. 

§. 3. 

Es sei eine Gleichung zwischen den veränderlichen Gröfsen x und 
y, und den wesentlichen Constanten a und b gegeben. Die allgemeine 
Form der Auflösung dieser Gleichung ist: 

y = (p(x:a,b). 
Aus dieser Gleichung alle möglichen Werthe von y zu erhalten, setze man 
für b einen ersten möglichen Werth 6^, und bilde ein Schema, das alle 
Werthe von y enthält, die bei diesem Werthe von b aus allen möglichen 
Werthen von a und x entspringen können. Man setze für b einen zweiten 
möglichen Werth 6i, und bilde ein zweites Schema, u. s. w. 

Unter dieser Voraussetzung kann man die Begriffe, welche mit den 
Sätzen: y ist eine Function von x, oder von a, u. s. w. verbunden sind, so 
feststellen: 

1) Betrachtet man y als Function von x, so ist y irgend ein Glied in 
einer bestimmten horizontalen Reihe eines bestimmten Schema's. 

2) Betrachtet man y als Function von a, so ist y irgend ein Glied in 
einer bestimmten verticalen Reihe eines bestimmten Schema's. 

3) Betrachtet man y als Function von b, so ist y ein Glied in einer 
bestimmten verticalen und in einer bestimmten horizontalen Reihe 
irgend eines Schema's. 

4) Betrachtet man y als Function von a und x, so ist y irgend ein 
Glied in einem bestimmten Schema. 

5) Betrachtet man y als Function von b und x, so ist y irgend ein 
Glied in einer bestimmten horizontalen Reihe irgend eines Schema's. 

6) Betrachtet man y als Function von a und b, so ist y irgend ein 
Glied in einer bestimmten verticalen Reihe irgend eines Schema's. 

7) Betrachtet man y als Function von a, b und x, so ist y irgend ein 
Glied des ganzen Systems. 
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§. 4. 
Befinden sich in einer Gleichung zwischen x and y drei wesentliche 
Constanten, so mnfs man, um alle möglichen allgemeinen Begriffe von y 
bezeichnen zu können,- die möglichen Werthe von y in ein System ge- 
bracht annehmen. Die Bestandtheile dieses Systems sind wieder Systeme, 
welche aas Schematen bestehen. Man kann zar festen Bezeichnung fol- 
gende Benennungen einführen: 

System erster Ordnung =: System, dessen Bestandtheile Schemate sind, 
zweiter - = - , - - - Systeme erster 

Ordnung sind, 
dritter - = - , - - - Schemate zwei- 

ter Ordnung sind. 
Unter dieser Voraussetzung kann man leicht die Bedeutung der Sätze: 
y ist eine Function von x, u. s. w. angeben, und so eigentlich die ver- 
schiedenen Begriffe von y als Function fixiren. 

§. 5. 

Ist eine Gleichung zwischen drei veränderlichen Gröfsen x, y, s und 
einer wesentlichen Constante a gegeben, so kann man die Werthe von 
n, als Function betrachtet, ebenfalls in einzelne Schemate bringen. Das 
erste Schema wird jene Werthe von s enthalten, welche bei einem ersten 
Werthe von y, und allen möglichen Werthen von a und x, möglich sind; 
das zweite alsdann jene, die zu einem zweiten Werthe von y und allen 
möglichen Werthen von a und x gehören, u. s. w. Diese verschiedenen 
Schemata kann man nun als in Ebenen befindlich ansehen, die Ebenen 
endlich über einander geschichtet sich vorstellen, und das ganze nun eine 
Schichtung nennen. 

Kommen in der Gleichung zwischen x, y, ss zwei wesentliche Con- 
fitanten a und b vor, so lassen sich die möglichen Werthe von s, welche 
zu einem Werthe von b und allen möglichen Werthen von a, x, y gehö- 
ren, in eine Schichtung, und auf diese Weise alle nur mögliehen Werthe 
von ji in ein System von Schichtungen gruppiren, welches man Schich- 
tung-System erster Ordnung nennen kann. 

Bei einer Gleichung zwischen x, y, s, und drei wesentlichen Gonstan- 
ten, werden die möglichen Werthe von z in ein Schichtung - System zwei- 
ter Ordnung gebracht, dessen Bestandtheile Schichtung - Systeme erster 
Ordnung sind. 

32* 
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Der Fortgang ist hierdurch genngsam bezeichnet, and bedarf keiner 
weiteren Andeutung. 

Durch diese Werth- Anordnung ist das bestimmteste und sicherste 
Mittel geboten, nicht allein die verschiedenen Begriffe von Function su 
unterscheiden, sondern auch jeden einzelnen Begriff zu fixiren. 

Es ist bei dieser Auseinandersetzung jede besonderer Bedeutung der 
Gröfsen x, y, .... absichtlich vermieden, und unbestimmt gelassen worden, 
ob diese Gröfs^i Linien oder etwas anders sein sollen. Der Übergang 
zum Besondem ist leicht. Übrigens wird man ohne Erinnern einsehen, 
dafs das Voranstehende eigentlich der ganzen höhern Analysis vorausge- 
schickt werden mufs; es steht, als Einleitung, nur darum hier, weil es 
Überhaupt gewöhnlich fehlt, für die Variationsrechnung aber unumgänglich 
nothwendig ist. 

IL Verallgemeinerung der Functionen oder Gesetze der 

Variation. 

§. 6. 
Jede Function von x u. s. w., oder jede Gleichung zwischen x, 
y, .... kann man als einen speciellen Fall einer allgemeineren Function, 
oder einer allgemeineren Gleichung betrachten. So ist z. B. die Glei- 
chung der Parabel y^ = px nur ein specieller Fall von 

y' = px+yj(x, a), 
wo a eine wesentliche Constante bezeichnet, und entspringt aus dieser 
allgemeineren Gleichung, wenn die Function tp(x, a) für irgend einen be- 
sonderen Werth von a verschwindet. Da nun die möglichen Werthe von 
y, welche aus der Gleichung y^=px sich ergeben, in ein Schema grup- 
pirt werden können, oder alle möglichen Parabeln ein Schema bilden, 
alle möglichen Curven aber, welche aus der allgemeineren Gleichung 
y^ =px+tp (x, a) folgen , ein System erster Ordnung bilden , dessen Be- 
standtheile Schemata sind, so kann man so von dem Begriffe der Para- 
bel zu einem viel allgemeineren aufsteigen, indem man die Gleichung der 
Parabel als speciellen Fall der allgemeineren y^ = px+tp(x, a) betrach- 
tet, und diese letztere statt der Gleichung y^ = px gebraucht Für den 
Rückgang vom Allgemeinen zum Besonderen bleibt dann immer die Be- 
dingung, dafs bei einem besonderen Werthe von a die Function <p(Xy d) 
verschwinde. 
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Obgleich, wegen der willkttrlichen Fanction tp, in der allgemeine- 
ren Gleichung, eine unendliche Anzahl Gleichungen, weltehe alle diese Form 
haben, begriffen sein kann, so hängt die Allgemeinheit der Gleichung doch 
keineswegs von der Willkttrliehkeit der Functionsweise \py sondern einzig 
und allein von der neu eingeführten wesentlichen Constante a ab. Man 
mag für ip eine Functionsweise annehmen, welche man will: immer bilden 
alle möglichen Werthe von y, welche aus der Gleichung y^=pa?+V(^^ ^) 
entspringen, nur ein System erster Ordnung, und man hat ftlr die Man- 
nigfaltigkeit der Begriffe, welche man mit y verbindet, keinen gröfsereii 
Spielraum, als eben dieses System erster Ordnung. 

Anders wird die Sache, wenn xp (x, a) nicht blofs a, sondern auch 
noch eine zweite wesentliche Constante b enthält Alsdann erhält man 
für die Mannigfaltigkeit der Begriffe von y ein System zweiter Ordnung, 
in welchem das vorerwähnte System erster Ordnung als Bestandtheil er- 
scheinen kann. 

Hieraus geht hervor: 

1) Wenn zwischen x und y eine entwickelte oder unentwickelte Glei- 
chung gegeben ist, so wird der allgemeine Begriff, der mit y ver- 
bunden sein kann, zu einer gröfseren Allgemeinheit dadurch erho- 
ben, dafs man in die Gleichung eine neue wesentliche Constante a 
einfuhrt, unter der Voraussetzung, dafs aus der allgemeinen Gleichung, 
bei einem besonderen Werthe von a, die besondere entspringt. Diese 
Erweiterung der Begriffsphäre von y kann man erste Erweiterung 
nennen. 

2) Von der ersten Erweiterung kann man zu einer zweiten gehen, in- 
dem man eine zweite wesentliche Constante b einführt, unter der Be- 
dingung, dals die erste Erweiterung bei einem besonderen Werthe 
von 6 hieraus entspringt 

§. 7. 
Eine andere Erweiterung der Begriffsphäre , welche y , vermöge 
einer zwischen x und y gegebenen Gleichung, hat, ergiebt sich, wenn 
man, aufser einer neuen wesentlichen Constante a, auch noch eine neue, 
von X unabhängige, veränderliche Gröfse x^^^ einführt In diesem Falle 
erhält man für die Mannigfaltigkeit der Begriffe von y ein Schichtung- 
System erster Ordnung, und der erste allgemeine Begriff von y, den man 
für y aus der ursprünglichen Gleichung erhalten kann, ist in dem zwei- 
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ten allgemeineren enthalten, wenn die Einführung von a and x^^^ in der 
Art geschieht, dafe bei einem besonderen Werthe von a die besondere 
Gleichung ans der allgemeineren entspringt. 

Dafs man auf diese Weise, and anter ähnlichen Bedingangen, belie- 
big viele von einander anabhängige veränderliche Gröfsen and wesent- 
liche Constanten in die gegebene Gleichang einführen könne, ist leicht 
za sehen. 

§. 8. 

Eine dritte Erweiterangsart der Begriffsphäre von y findet Statt, wenn 
man in die zwischen x and y gegebene Gleichang, statt x, eine Function 
von einer veränderlichen Gröfse u, in Verbindung mit einer oder mit mehre- 
ren wesentlichen Constanten, einführt. Es sei z. B. die gegebene Gleichung: 

1. f(x, y, a) = 0, 
wo a die wesentliche Constante ist. Nimmt man nun für x eine Function 
von u und einer wesentlichen Constante b an, und führt diese in die ge- 
gebene Gleichung ein, so hat man zwei Gleichungen: 

rKy, u, a, b) = 0, 
(p(x, ti, b) = 0. 

Sollen diese beiden Gleichungen aber die gegebene als besonderen Fall 
in sich enthalten, so mufs die zweite Gleichung so beschaffen sein, dafs, 
bei einem besonderen Werthe von b, aus derselben x = u folgt 

Angenommen, die zweite Gleichung sei so beschaffen, wie diese 
Bedingung fordert, so kann in (2.) jede für sich als ein specieller Fall 
einer allgemeinern Gleichung betrachtet, und jede auch zu einer allge- 
meineren erhoben werden, wenn man in jede eine neue wesentliche 
Constante, und zugleich eine neue von u unabhängige veränderliche Gröfse 
einführt. Die wesentliche Constante « und die neue veränderliche Gröfse 
sei für die erste Gleichung 6^*^ und fi^'\ für die zweite c und t?, so wird 
man haben: 

g |F(*) («,,«,«<•>, o,6,6<'>) = 0, 

1 y^^> (x^ u, r, 6, c) = 0, 

und diese neuen Gleichungen enthalten die beiden vorigen als specielle 
Fälle, mithin auch die ursprüngliche Gleichung in sich, wenn sie so be- 
schaffen sind, dafs bei einem besonderen Werthe von b^^^ die erste der 
vorigen, und bei einem besonderen Werthe von c die zweite der vorigen 
Gleichungen entspringt. 



. [ 
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Die AUgemeinbeit der beiden letzten Gleichungen (3.) kann nun 
leicht noch viel weiter getrieben werden. Bleibt man aber nur bei die- 
ser Allgemeinheit stehen, bo lassen sich folgende Betrachtangen daran 
knttpfen: 

1) Nimmt man y als Fnnction von a, so bleibt x völlig unberücksich- 
tigt und wird constante Gröfse in den drei Fällen (1), (2) und (3). 

2) Betrachtet man y als Function von b, so wird, nach (2) und (3), 
auch X eine Function von b. Eben so, wenn y als Function von u 
genommen wird, ist auch x eine Function von ti. 

3) Betrachtet man aber in (3) y als Function von u^^^ oder von b^^\ 
oder von u^^^ und 6^^\ so bleibt x, als constant, dabei unberücksich- 
tigt, man mag x wirklich als constant ansehen, oder als Function 
von V, oder von c, oder von v und c betrachten. 

4) Eben so kann man x als Function von f>, oder von c, oder von 
f> und c betrachten, und diese Annahme hat auf y keinen Einfluss; 
es ist dabei gestattet, y als constant zu betrachten, oder als Function 
von ti^^\ oder von 6^*^, oder von u^^^ und 6^'\ 

Hieraus ergiebt sich die Bedeutung und zugleich die Bedingung der 

Wahrheit fUr folgenden Satz: 

Wenn eine Gleichung zwischen x und y Statt findet, so kann man, 
dieser Gleichung unbeschadet, y als von x unabhängig betrachten, 
und als abhängig von einer, zwei oder mehreren Gröfsen, welche 
sich entweder in der Gleichung befinden, oder auch nicht darin vor- 
kommen; und neben dieser Annahme kann man x als constant, oder 
als von einer, zwei, .... Gröfsen abhängig betrachten, welche in 
der gegebenen Gleichung nicht vorkommen. 

§. 9. 

Man kann auf dem vorhin bezeichneten Wege den zuletzt gefundenen 
Satz leicht dahin erweitern, dafs er nicht blofs für Gleichungen zwischen 
zwei Gröfsen x und y, sondern flir Gleichungen von jeder Anzahl ver- 
änderlicher Gröfsen gilt: mag zwischen diesen Gröfsen nur eine, oder 
mögen mehrere Gleichungen gegeben sein. 

Als Folgerung aus dem letzten Satze kann man folgendes be- 
merken: 

Ist zwischen x, y und einer wesentlichen Constante a eine Gleichung 

F(ix, y,a) = 
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entweder gegeben oder bestimmt, and eine Fnnetion <p(x, y) gegeben, 
80 kann man in dieser, wie gewöhnlich geschieht, y als von x abhängig 
betrachten; man kann aber auch y als von x unabhängig, nnd als von 
einer oder mehreren ganz fremden Gröfsen abhängig ansehen, nnd dabei 
X entweder als constant oder als Fnnetion von einer oder mehreren fremden 
Gröfsen nehmen. 

Man kann aber noch viel weiter gehen, nnd (p(Xy y)^ als speciellen 
Fall betrachtet, zn einer allgemeineren Fnnetion erheben, indem man 
in (p(x, y) eine neue wesentliche Constante, oder eine neue wesentliche 
Constante und eine nene veränderliche, von x nnd y anabhängige Gröfse 
einfahret, so, dafs man 

q>^^\x, y, u, b) statt (p(^x, y) 
hat Diese Einführung hebt die ursprüngliche Function (p(x, y) nicht auf, 
und die allgemeinere Function ip^^^ kann statt ip gebraucht werden, wenn 
nur die Einführung von der Art ist, dafs bei einem besonderen Werthe 
von b die ursprüngliche Function <p aus der allgemeineren sich ergiebt. 

Diese allgemeine Function qP^ kann man nun im Einzelnen be- 
trachten als Function von x, nnd dabei x als Function von beliebig vie- 
len Gröfsen: alsdann bleiben y und b^ als constante Gröfsen, unberück- 
sichtigt, unbeschadet der zwischen x und y Statt findenden Gleichung. 

Eben so kann man (p^^^ als Function von y, und y selbst als Func- 
tion von beliebig vielen Gröfsen, und dabei x und b als constant ansehen. 

Man kann (p^^^ als Function von y und x nehmen, dabei y von x 
unabhängig, und jede dieser Gröfsen als Function von andern Gröfsen. 

Man kann (p^^^ als Function von x, y, u, b nehmen, und dabei eben- 
falls X und y als von einander unabhängig betrachten. 

Nimmt man endlich (p^^^ als Function von u, oder von b, oder von 
H und b, so bleiben x und y ohne dies aufser Acht. 

§. 10. 

Durch das Vorhergehende ist es leicht, die Bedeutung, den Grund 
und die Bedingung der Wahrheit folgender Sätze einzusehen. 

Ist zwischen x und y irgend eine Gleichung gegeben, oder findet 
überhaupt nur eine Statt, ohne dafs sie gerade gegeben ist, und ist eine 
Function von der Form: 

P{^y y^ ViC^. y\ ^2(2?, y), (p^ix, y\ ... .) 
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gegebeoi so kann man darin y als von x abhfingig betrachten, und dann 
ist F nur eine Function von ^« 

Man kann aber x und j^ jede Grfilse for sich^ bis zn irgend einem 
Grade der Allgemeinheit gesteigert annehmen , so dafs y nicht mehr als 
Ton op abhSngig angesehen werden muls, und diese yerallgemdnerten jr 
und y in die ganze Function F anfuhren; dann ist F eine Function der 
beiden, Ton einander unabhängigen Functionen op und y. Es yerstebt sich 
Ton selbst, dafs man die Verallgemeinernug etwa nur mit y vornehmen, 
und X in irgend einem Grade der .AUgemeinh^t nehmen, aber in der 
Function F ganz unberücksichtigt lassen kann« Oder umgekehrt: 

Man kann die Grfilsen o? und j, welche in JT, auTserhalb der Func- 
tionen (pi , (f>ij • • • • vorkommen, entweder gleichzeitig, oder auch nur eine 
allein, zu irgend einem Grade der Allgemeinheit erhoben betrachten, und 
dabei annehmen, es seien ^, <p,^ •••• von diesen x und j völlig unab- 
hängig ; so , dals F nur eine Function der beiden von einander unabhängi- 
gen Functionen x und j wird, welche auiserhalb der ^i^ <pif • ••• vorkommen. 

Man kann endlich die Grdfsen x und ^, sowohl jene, welche 
auiserhalb, als auch jene, welche innerhalb der Functionen <Piy<f>29 • ••• vor- 
kommen, als zu irgend einem Grade der Allgemeinheit erhoben betrach- 
ten, und zwar nicht allein jede Grölse für sich, sondern auch in jeder 
Function ^i, (ptj •••• wieder auf besondere Art, und entweder in allen 
9i9 9^9 •••• gleichzeitig, oder auch nur in einigen« 

In Summa $ 

Man kann in der angeführten Function F(x, jr, (pi (jr, /)••••) die 
einzelnen Elemente or, /, ^, • ••• entweder alle zugleich, oder auch nur 
eines oder mehrere derselben, als eben so viele ron emander unabhän- 
gige Functionen von beliebig vielen Gröfsen annehmen, und diese An- 
nidime stört weder die zwisdien x und y stattfindende Gleichung, noch 
die ganze Function JT« 

Dieser Satz kann mit Leichtigkeit so erweitert werden, dafs er 
lur Functionen von jeder Anzahl veränderlicher GrSisen gilt« 

Es ist noch übrige nicht sowohl die Anwendbarkeit, als vielmehr 
die Methoden der Anwendung der obigen Sätze zu zeigen« Ich werde 
dies dn ander Mal thun, und dann nooh mancherlei Bemerkuogeh nach- 
holen, diie hier ihre Stelle haben sollten. Heidelberg, im Jsihre 1829. 

Crelle's Jonraal d. Bl. Bd. XTO. »LS. 33 
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16. 

Einiges von Näherungen m der Analysis. 

(Yoo Harro ZV. IK. Schuhe, Lehrer der Mathemalik xa Rudoltudt) 



T. Eid Beispiel von Näherungen bei Auflösung 

algebraischer Gleicliungen. 

jyLan nehme die Gleichung an: 

/pssp'ifz.f WO p dem x sehr nahe kommen soll^ 
so ist: 

w p p^'p***** 
Alles auf gleiche Benennung gebracht und für z^ z^ •••• wieder deren 

Werthe gesetzt^ so ist, bis zum Gliede -^, 

a?*~2nar + i>* = 0, 
und bis zum Gliede —iz 

a?—Zf(e^^fas—j?^ = 0; 
und allgemeia 

{sf—pT = 0, 

wo tn eine behebige ganze positnre Zahl bedeutet ^ und in welcher Glei- 
chung das Fortschreiten des NKheruegswerthes Uegt# 

T'^un sei^ zum Beispiel, die cubiscbe Gleichung ai?^=^ asc^h aufzulösen. 
Nimmt man i7i = 3 und setzt in die Gleichung d?^^—3/>dr^4'3/'^a9 — p^^O 
für x^ den Werth ax-^bf so ist: 

^ = ^4-3p»] r(a+3p^a?-f^-pM , (h-p')x 
3p L 3p J ' 3p ^ 

also 

t _ rg+3p^r3P-f (&— p^)fft>f 3p^)+3(fr~p>)pg 

Suhstituirt man die Werthe von x% x^ wieder in die Gleichung 

a:*— 3/>«^-|-3/>^:r— p* = 0, 
so erbSlt man 

, _ 6^p" + qp* + 3p^— aft 

*• ^ "^ 6p* — 3ap*4-3*p+tt** 

Für greise a und Iilefne b giebt dieses^ weil man dann xes/^a nah- 
men kann. 
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und für grofse h und kldne a , wo /» es /'6; 



• • • • 



Es sei jc^ = 3ä?-|-2. also ß=3. ä = 2, so ist in (2.) 
^ _ 304-62,352 _ 92>362 _ ^^ 

Ist jtr^ = j?4-6f also c=l, 3 = 6, so ist ;r =5 1,998 ...•^ statt ^bss2« 

▼lel genauer wurde der *Werth sein, wenn man nut einer hb*heren 
Gleichung als a:^— 3/>a:^-f-3;>*a: — /y* = angefangen hätte. 

II. An.wendung auf die Quadratur von Curven höherer 

Ordnung. 

Wenn man z.B. folgende Gleichung setct: ^y^j7JB^— z> wo jr, z 
veräuderUche Gröisen sind und J7 groiser angenommen i^erden muls, als 
«, und man entwickelt, wie vorher, so ist 

l 1 r « I «' 

m^^mmtm^gmm,^ SST ^^^~ *"»** """""^ ^"t" ^'•" 

XYISD JX J X^ ' X 

Nimmt man die Reibe bis asum Gliede A^^ 'so ist, fSr % wieder 

dessen Weiih gesetzt, 

yfx—^X'\^sD^x = 0> oder (a?— l)*^a? = 0. 

Bis zum Gliede '~r. isjf. 

sc 

{x—\fx == 
und allitem^ 

/x— ir« = 0, 

■wo'm eioe beliebige ganze positive Zahl ist 

Man nehme m = 2y 3, 4^ und substituire der Reihe naoh in die 

Oleiobungen 

4. J5*— 2«*-|-ay = 0, 

5. ar*— aar' + aw»— * = 0, 

den Wetth aus der Gleichung irgend einer Curve. 

Man nehme z.B. die Olmohung fSr den Kreis: 

80 ist euch 

33* 
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Setzt man die Werthe von a^, x^ in (4«), so bekommt man 

dasselbe in (5.) substituirt, ^ebt 

ö. X — 4—3/* 
Diese Werthe in (6.) gesetzt, erhält man 

FSr yasO ist d7=l, und ys=l für »sssO, sowohl in (7.) als (8.) 
imd (9.). 

Setzt man yisf in x*=si — y% so ist 

« = /l Ä /•0,75 8= 0,8660 ... . 
Aus (7.) folgt or =s 0^8571 .... 

Aus (8,) - X =s 0,8653 •..* 

Aas (9.) - »SS 0,8659 .... 

Für y SS j5 ist, aus ap»=s: 1—/, 

X = /•0,99 = 0,99498 .... 

und aus (7.) 

X == 0,99497 .... 

Multiplicirt man die Gleiohung (7.) mit t/y, so erhält man 

/orrfy = 2/rfy-2y^ + (C = 0), also 

fxdy SS 2y - -^ log brigg ^±^, 
WO M d« Modul des Briggischen Systems ist. 
Setzt man jrsrrg, so ist 



/xrfy s* 0,2 - o,43429ya ^«»8 >>"ßS-r-T» 



10 

fSr M, 0,43429 geschrieben; also 

Jxdy SS 0,2^1,6282 . log brigg 1,15218 

s 0,2^1,6282.0^06152 » 0,09983314 . 



• •p 
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Und weoD iiiaii die aus (1 — y^ eotetandooe Reüye nift iy nrnUipIioirt 
und integrirty weldies 

fxdy = y—--./— jj/_j-j/,.., gfebt, und y=|Jj nimmt, 

so erfaSlt man 

0^0998330 «•«. 

Man erhSlt also den Werth um so genauer, ]e kleiner y genommen wird« 

FurCunreo, in welchen y^=0^ wenn jpssO, und yssao für orss 

Conft* oder x=sco, wo jp und y auf einander reohtwinklige Coordinaten 

bezeiohnen, könnte mau etwa die Gleichung yts&x — x, setaEcn, welche 

(jr — jp)* = i*, also 

gidit. Die Nenner weggeschaflft und die Werthe von x^ n? ...• gesetzt 

erhSlt man 

10. f^2xy+al' = 0, 

11. /— 4ar/ + 6a?/— 4*^r+^* « 0, 

oder allgemein {y — jr)^ = 0, wo m eine beliebige gsnse poutireZahl ut» 

Man nehme z«B« die Gleichung fSr die Cissoide: ^ = i und 
sttbstituire für y', jr^ • • • • deren Werthe, so ^ebt (10«) 



o?« 



^ 2ap/ + a?' = und 

12 V — — 2^ ^ I * 

**• ' "" 2(1—)* "" 2 ^2(l-a?J* 

Aus (11.) findet m^ 



abo 

1^ y 4(1-«) ' • 

Für X SS ist auch y =s 0, wie in y = 3 • 

Für :r SS 1 ist sowohl m (12.) als (13.) yssoo^ wie in der GleW 
chnng für die Cissoide selbst. 

Setzt man arasi, so ist in (12.) ys5|, abo auch in (13.) y^ii 

eben wie in 7*= jz:^» 

Es sei 4P= if eo ist nach (12.) y« jn^TTy ~ I** =^>5> ^^* 
nach (13«) 
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yts 1,3126.... 
Aut y« = j^ folgt 

^£=1,29886.... 
Es sei xr-^, so Ut in C12.) y = 0,375 und 

in C13.) ysss 0,37117 

Aus der eigenfUeheii Gleichung Ist ys=: 0,37115 .... 

Der Werth weicht am meisten ab, wenn x sehr klein ist, oder 
sich dm Einheit nähert, und kommt dem wahren IVerthe nahe, wenn ar 
nicht bedeutend von i verschieden ist, was auch die Oleichuogy sssx — « 
ausweiset. 

Man raultipUcire die GlMohung^ 03*); nachdem die Divisiou ausge* 
rührt worden, mit dx, zo bekommt man 

fydx =s i«»—|ar/rfx-{-|.yl^+(C0nSt.=:0), 

also 

fydx = Ix'-lar H^'^g^*— -^^ wo i»f = 0,43429.... 

Setzt mau hierin xssf, so ist 

/:.jj-^ 1 1 I logg . 

jyax —2^ g T^ 4.0,43429' 

» 0,0416666 0,125 + ^5^, 

f=s 0,0899551 .... 
Nimmt man die Gleiefaung fSr die Cissoide selbst, verwandelt — ^^ in 
dne R^e^ muLtiplicid: dieselbe mit dx und integrirt^ so erhält; man 

Fiir X = -g- ist 

:^>fw « \yri = 0,176790 -... 
Der Ausdruck innerhalb der Klammem ist 

0,4 + 0,0714285 + 0,0208333 + O,0OT102Ä + 0,0027043 = 0,5020683- 
Nimmt maii dafSc 0,503 und multiplioirt mit 0,1768, so erfafilt man 

0,0889304....; 
was dem Obigen ziemliob nahe kommt« Um das Integral nicht blofs 
für einen bestimmten Werth zu erhalten, verbinde man mit Aer Glei* 
chung (/ — dr)** =0 noch eine GrSfse, nfimliob [y — px)^sssO^ >^o p 
diese GrSise bedeutet. Der Kihrze i/vegen m =: 1 gesetzt, und in die 



• • I • 
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chung y^—2p;py+p^ai^ = für y^ den WerÜi -j j g^ssettty erhält man 



oder: 



11; V (1— p^j^^4-p^Jg 



2p 2p ^ 2p(l— «} 

also 

MTO p als beständig genommen wird. 

Nun ist nach Obigem y — p:x;=:Oj also ps^; imd sel2t man 

j^^ fiir y, so ist pssz^,^——* diesen Werth für p ih den obigen Aus- 
druck des Integrals substituirti giebt 

16. /yrfor = n^(^=|.c*-^-^ log brigg (1-*)) . 
Es sei d?=ii so ist 

= 0,86603 (|^ - 0,27083) ; 

= 0,86603(0,28768—0,27083) « 0,86603X0,01685; 
also 

17. fydxcz 0,0145926 .... 
Setet man jn (IS.) »^^-it so erhält man 

18. y^dsc «= 0,03125 X 0,441973; 

= 0,0138116 .... 
Also tst (17.) um 0,000781 gröfser ali (18.), und es wUrde bedeutend 
genauer sein, irenn Juan y — px-=^Q wenigstens zur 4t«i Potenz erho- 
ben liätte. 

Ähnliobe Anwendungen lassen sich auf Cunren aller Ordnungen 
machen. Wenn auch in den Gleichungen beide Codrdinaten fn höheren 
Potenzen vorkonmien, kann man dennooh zu einer Gleichung gelangen, 
in der die eine der Coordinaten blo6 in der ersten Potenz erscheint. 

IVlan nehme diß Gleichung gi?s=^y^ — xy* und rerlange x in der 
•tsten PotenZ) in Werthen von y: So nehme man wieder die Gleichung 
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(x — yf^ = Of oder, der Kurze wegen^ VUJk {x — j)* ss 0^ und aetse x. B. 

m = 3, ako 

s?-'%s^y^Zxf--f = 0. 

In diese Gleidniiig w^ttsob man £5r jr^ den Werlh ^ — x'^j so Ist 

Bfan mnltipKoire diese Gleiohnng mit x^ und substftuire (nr je^ reciiter 
Hand den Werth von a? aus yoriger Gleichung, so ist 

•lio 

21. ar» = (3+r)«ry«-y)y\ 

Diese Gteiebmig wieder mit w muhipfioirc und ISr a? dessen Werth 
«IS (20.) sabstitnirt, giebt 

7 (3+r) (fc2Qr+2fa:) + 2 (l-.y)y« » 
22. a^ = ^^ ^-9~"^ 

Hun ndnne man in (x — 7)"=:0, m = 4- und setze in £e Gleichung 

jF«_4jF»j-|.6jr»/— 4j?/+/=sO, für «», «», «*, die Wertlie ans 

(20., 20., 21., 22.) , so bekommt man 

23 « — 3+28r-4y« 

•**• * — 24+16/ • 

Fttr y =a:^ ist auch j?as |, wie in a^^^y* — xy\ Man mSlste auch x^O 

bekommen für j=0, woin man moh^ zu niedrig, mit m ^ 3 in (x — ff 

^ angefangen hätte. 
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17. 

Three essay on mathematicks. 

(By Mr. W. ff. Miller, and Mr. Ch. Brooks, professors at St. Johns College at 

Chambridge.) 



I. 

^ iL 1 w.(n — 1).(« — 2) (n — r+1) . , , , 

To prove that — ^^ \ ^ o^ ^ •* ^ tohole number 

tühen n and r are whole numbers. 
(By Mr. Miller.) 

Juet tbe eontinued product ii(ii— 1)(«— 2)..,, 3.2.1 be denoted by de 
Symbol \n, as proposed by Professor Jarrelt in bis Essay on notation, in 

tbe tbird volume of tbe Transactions of tbe Cambridge pbilosopbical Society. 

\n + r+l ^ H + r+1 |w + r ^ / n 1 ^^"^^ ^ 1^+^ _ |y» + r 

[n-fr+l |n + r |n + r 



' • \n\r-\-l |n-l |r + l |w |r 



Wbence, writing 1, 2, 3, successively for n, and observing tbat 

|r+l r + 1 r 2 1 



• • . . 



10|r+l r 2 r r+1 



= 1, 



we get the foUowing eqoations: 

H-J 

|0|r + l 



= 1 



r + 2 |r+l jr + l 



|l|r+l |0|r+l . lljr 

|r + 3 |r + 2 |r-f2 



|2|r-M ll|r+l 12 |r 



I» -f r + 1 I« + r !»» + '■ 



|«|r + l |n— 1 |r+l \n\r 



9 • 



|« + r + l |r-M , \r:Vj \n-\-r 



|«|r+i lA!!! i2k I«!: 

CreUe's Jounial d. H. Bd. XIII. Hft. 3. 34 
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If r = 1, the preceeding eqnation becomes 

|n + 2 



If r = 2, it becomes 



= l-f2+3 \-n + l. a whole namber. 






-]^ - ^-^ |1|2 • |2|2 • |n!2 

Now every term on the right band side is a whole nnmber by 
the preceding equation. Thence . .^ is a whole nnmber. In the same 

manner we prove that . . . , . .^ , and soon snccessively, as for as 
we please, are whole nnmbers. 

IL 

An mvestigatian of the causHcs produeed by suece9sive reflexion 

at spherical surfaees. 
(By Mr. Miller.) 

Let Äo, Rij Ä2, .... fi«, Rn+i (Tab. 11. Fig. 1.) be the path of the 
axis of a pencil of rays, reflected fi times by a spherical snrface at the 

points A,, R2, Rn] C the center of the snrface; Q the focas of incident 

rays; 91, 929 .•>* q» the points to which the rays in the plane of reflexion 
converge after 1, 2, n reflexions. 

Bisect AoAi, R1R2 RnRn+i in the points fu? ^d E^ and let 

Ä„Äi = 2c, CR, = a, ÄoCÄ = 2t. 

Now 

_1 1_ ^ ^ 

_1 1_ ^2 

9»^. 9i^i ' 



7 



thence 

_1 L_ = ^ 

qnEn QE. "■ c 



2^ 
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Tho find the saccessive caustics when parallel rays are incident 
üpon a spherical reflector. 

Let the incident rays be all parallel to Ä„Äi, or -^^ = 0: we get 
= — and q^E^ = —^' Draw qj parallel to CÄ^i, meeting Cß. 



in /• With Center / and radius IB^ describe the circle Hq^R^ meeting qJ 
in B, and with center C and radins CH describe the circle AKH. It 

is easily seen that CÄ=^, IH^^^^a and BH ^ IH{^BIH) 
^'*~^ a.2r. Now DKH = CH (^DCH) = ^ (2ii-l)r; .-. DKH=^BH, 



.*. 9« is a point in the epicycloid whose base is HKD and generating 
circle the circle HBq^. The epicycloid touches the reflecting snrface in /. 

2»— 1 

The angle between CI and the cusp of the epicycloid is — ^ — ^. 

The caastic is of course the snrface generated by the revolution of 
this epicycloid round a line throagh C parallel to Aifio. 



To find the snccessive canstics when the incident rays diverge from 
a point in the snrface of the spherical reflector. 

1 2fi 1 

Let the incident rays diverge from B^; .-. —^^=^ 1 — , .'. ^„E» 

= 2 , . • Draw qJ parallel to CÄ^+j ; with the centre / and radius 

/A, describe the circle HQJi^ meeting qJ in B, and with centre C 

and radius CH describe the circle AKH Now EH = ^ ^. ^ , IH = 

2ii+l ^ 

-2^ . AKH= CH.^L ACH) = -^^- • 2«r, BH = IH{l.BIH) =~2t; 

• • • AKH = BH; . - . 9, is a point in the epicycloid whose base is the circle 
AKH^ and generating circle qnHB. This epicycloid touches the reflector 
in R and comes to a cusp after describing an angle nn. And the caustic 
is the snrface generated by the revolution of the epicycloid round CR^. 



W 
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m. 

Solution of the partial- differential equation of the motiom of 

sound in space. 
(By Mr. Ch. Brooke,) 

Nota, d^ss denotes the differential coefficient of s with respect to x, 

or -T-, as it iß often written. 

Solution of the equation 

Generally, if x and y be supposed fonctions of u and v: 
dj6 = rf,t»rf«Ä+ — f? — a, 

di^ = (rf,iiyd2a+2rf,ttrf,f>rf,rf,»+(rf,ryrf^«+d^«rf.»+iC«rf.», 

+ d^dyud^i+d^dyvd^iy 
dlz = (rfyfiy(C»+2rf,iirfy<rf,»+(rfyf?)X»+rf>rfK«+dJrrf^^^ 
Assume w = x+ky, f> = x—ky^ then x = ^(i»+r) and 

d^z = rf«»+rf,«, 
rf> = d^a+2rf.rf^+rf^«, 

Sabstitating these valnes in (1.), we have 



ABSume 



3. rfp«H — — - = /, or djb = /— 



.-. from (2.) 



Sabstitating in this eqaation for d^z its valae in (3.): 

dj H j 7 — ; — vT = 0, 

and 
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Substitating these values of s and d^z in (3.), we obtain 

4. dJJ+-^dJ+-4-^rt = 0. 
Assame 

5. dj-] 1— = IT, or d,t = w j — , 

then 

.•.from(4.) d^fa+j^ + ^dj = 0. 
Substitating in this equation for dJ its valae in (5.) we have 

d^w+-^ = 

" ll + V 

whence 

w = — - — ' 

u-\-v 

(The form dl(p is assumed for convenience) 

.-. from (5.) d,t + -^ = -^^^ and 

(u+vydJ+3(u+v)H = (M+rK(^(r), 

and by Integration 

(u+t')t = (u+vydi(p(9)-2(H+f,)d,(p(v)+2(p(e)+F(u), 
or 

Substitating in this equation for / its value in (3.) we obtain 

(u+v)d,z+z = dicp(v)^^d,cp(v)+-^^^ 
Integrating, 

and 

1 2 11 

To render the functions of u symmetrica! with those of v, assume 
ip = —drf and F = —2/; then 
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18. 

Beitrag zur analytischen Sphärik. 

(Von Herrn Prof. Dr. E. Gndermann in Münster.) 



1. 

J.n meinem Grundrisse der analytischen Sphärik sind Formeln entwickelt 
worden, nach welchen man aus den gegebenen Gleichungen zweier Haupt- 
kreise den Winkel berechnen kann, unter welchem sich diese beiden Li- 
nien schneiden. Es zeigt sich aber nicht selten das BedtUrfhils, wenn die 
Gleichung eines Systems zweier Hauptkreise gegeben ist, unmittelbar aus 
dieser Gleichung den Winkel der beiden Hauptkreise zu bestimmen. 

Ist ^f'+2ßxy + Cx'+2/)y + 2Ex+G= die Gleichung des Sy- 
stemes der beiden Hauptkreise, und bezeichnet {x\ y*) den Durchschnitts- 
punct derselben, so haben die einzelnen Gleichungen derselben die Form 

3f— 3f' = v(x—x) und y-y = v(x-x), 
und die Gleichung des Systemes der beiden Hauptkreise ist also 

wird diese Gleichung entwickelt und mit der gegebenen Gleichung iden- 
tifieirt, so erhält man die folgenden Bestimmungen: 

-A^r^r] = 2B. 
A.r.t = C, 
.4:-2V-f>-rr>') - 2£), 
J(-2rrx"-i-(e-fr'>-: = 2£\ 
-4jf — ^r-rr^xjf -rcrx ; = G. 
Die vier ersten Formeln geben zunächst die beiden Gleichungen 

Ay' + Bx^D = 0, und By'^Cx^E = 0, 
welche zur Bestimmung des Durchsehnittspunctes (x\ f ') der beiden Haapt- 
kreise dienen, und aufgelöset die beiden Formeln geben: 

AE-BD , CD- HE 

Der Ausdruck für G lä(st sich umformen in <? = — öjf'— £x ; and 
werden hierin noch ftlr x' und y' die so eben gefundenen Ausdrficke raib- 
stimirt. so erhält man die Bedingung^leiehung 

AE'-2BDE^CD'^G B'-AC = 
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für die CoDStanten der gegebenen Gleichung, wenn sie einem Systeme 
zweier Hauptkreise zagehören soll. 

FUr V nnd f>' erhält man endlich die Ausdrücke 

woraus noch zum künftigen Gebrauche folgt: t?— u' = — ^^--^ — -• 

Sind nun aber ax+by + c =^ und a'x + b'y+e' =^ die GleichuD- 
gen zweier Hauptkreise, welche sich unter einem Winkel = V schneiden, 
und ist der Coordinatenwinkel = r, so ist, nach §.11. des oben genannten 
Grundrisses 

V- + sinrV[(a&--cay+(ab'^bay+(bc'-^cby--2(ac'-ca'Xbc'---cb')cosr] 
tang V ^ ± aa'+bb'+cc'sinr'^(ab'+ba')co8r ' 

und da im vorliegenden Falle a = <?, 6 = —1, c = y'—^x\ oi = f>\ V = —1 
und c = y'-of^V ist, so findet man, nach gehöriger Substitution und Re- 
duction : 

aa'^hb'\'CC smr — {ab + bei) cos r = -j- ; 

ferner ist ac — ca' = — (r'-t))y; ab'—ba' = («'— t?), bc'—cb' = (©'— <?)a:, und 
es ist also 

.._^ ^ __ ±28iDr/(l + a;^'+y^'-2xyco8r)./(B»--i 4C) 
langK - il-2Bco8r+C+G8inr' 

eine Formel, in welcher auch noch für x' und y' die oben angegebenen 
Werthe substituirt werden können. Bezeichnet man den Abstand des 
Durchschnittspunctes (x, y*) der beiden Hauptkreise vom Anfangspuncte 
der Coordinaten mit X^ so ist also auch: 

^^ ^_2ßcosr+C+C?sinr cosA ' 

and 68 ist dann 

,j _ (iiE-Bf>)''-2(i<E-BP)(CO-B£)co8r+(CZ?-BEy 

Sollen die beiden Hauptkreise auf einander senkrecht sein, so hat man die 

einfache Gleichung 

^-2ßco8r + C+G8inr' = 0, 

welche sich, im Falle eines rechtwinkligen Coordinaten-Systems, noch zu- 
sammenzieht auf 

A-^C+G = 0. 

2. 
Wenn man von einem Puncte P = {t, u) im Umfange eines sph. 
Kegelschnitts, dessen Gleichung ^yH2ßxy + Caj'+2i!)y+2£ar+G = 
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ist, nach den Endpunoten einer Sehne MN, deren Gleichung mx+ny = 1 
sein mag, zwei andere Sehnen Pif und PF zieht, und der Kürze wegen setzt: 
X = mt+nu-l, p =^ Au + Bt + D, q = Bu + Ct+E, r== Du + Et+G, so 
ist, nach der frtthern Abhandlung, die Gleichung des Systemes der beiden 
zuletzt genannten Sehnen: 

(^Ay^+2Bxy+Cx'+2Dy + Ex+G))i = 2(py+qx+r)(mx+ny-l), 
oder auch 

(AX-2pn)y''+2(Bl-pm-qn)xy+(Ck-2qrn)x'+2(Dx-rn+p)y 

+ 2(El-rm+q)x+Gji-{-2r = 0. 
Soll nun das in den Kegelschnitt eingeschriebene Dreieck MPN rechtwin- 
kelig und P der rechte Winkel sein, so hat man, nach dem Vorigen, die 
Bedingungs - Gleichung 

A)L-2pH+Cl-2qm+Gk+2r = 0, 
oder auch (A + C+ GXmt+nu—l) = 2 (pn + qm—r), wenn der Coordinaten- 
winkel = 90" ist 

Nehmen wir nun die beiden Hauptaxen des Kegelschnitts selbst zu 
Goordinaten-Axen, so hat die Gleichung desselben die einfachere Form 

1. Ay^+Cx'+G = 0, 
und es ist also J? = D = £ = 0; daher ist p = Au, q ^ Ct und r =^ G, 
und hiernach verwandelt sich die obige Bedingungs -Gleichung in 

(y4+C+G)(m/+i»M-l) = 2{Anu-{^Cmt-G\ 
oder 

2. (ß-\'C-A).nu+(G+A-C).mt = J + C-G. 

Sehen wir nun die Sehne MN als gegeben oder unveränderlich an, so 

sind m und fi ebenfalls gegeben, und indem wir die so eben erhaltene 

Gleichung mit der Gleichung -^m'+C/^ + G = verbinden, sind die Werthe 

von t und n bestimmt, und also auch die Lage des Punctes P; nur dafs 

bei dieser Bestimmung eine Zweideutigkeit obwaltet Daher können 

Über der Sehne Mfi eines Kegelschnitts nicht mehr als zwei 

Peripherie-Winkel construirt werden, wenn ein solcher Winkel 

ein rechter sein soll. 

3. 
Wenn wir hingegen den Scheitel P = (t, u) des rechten Winkels 
in der Peripherie des Kegelschnitts festhalten, so kann sich der rechte 
Winkel um diesen Punct drehen, und die Sehne MN, oder auch die Hy- 
potenuse des rechtwinkligen Dreiecks MPN, erhält dabei immer andere 
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und andere Lagen. Um den Durchschnittspunot der Sehne MN mit 
der consecutiven zu finden^ hat man die beiden Gleiohangen 

""^ (G+C—J)nu + (G+ji-'0.mt = A+C^G 

dei:geslalt su differen^iiren , dafs man nur m und n als veränderlich an«- 

iieht^ woduroh man erhält: 

jtdm^ydn = 0, 
und 

{G^C^A)udn + (G + j4—C)tdm = 0: 
also 

(^G + C^J).^ = (G'{^A^C).]^. 

Wird aber der Wertfa (&+C— ^^ =:(G-h^— C).^ in der obigen 
Gleichung aubsütuirt, so erhSlt man 

{G^A'^C)nty'\-\G^A—C)mtx = (-^+C— G)dp, 
oder 

und« da ny"\-mx^sz\ ist, so hat man 

\ G±A-C . . G±C-^A ,^ 

Der hierdurch bestimmte Durchsohnittspnnot, wcflcher P^ heiisen mag^ 
hängt also nur von der Lage des Punctes P im Umfange des Kegelschnitts 
ab^ und wir haben also das folgende Theorem: 

Drehet sich ein in einen Kegelschnitt beschriebenes 
rechtwinkeliges Dreieck um den Scheitel des rechten Win- 
kels, während die Hypotenuse immer eine Sehne des KegeU 
Schnitts bleibt, so schneiden sich alle diese Hypotenusen im^ 
mer in einem festen Puncto, welcher sich nur dann ändert, 
wenn der Scheitel des rechten Winkels auf dem Umfange 
des Kegelschnitts fortrückt» 

Da jcu jedem Puncto P ein Punct P' gehört, so gehören die Puiicte 
P' dem Umfange einer Curve an, deren Gleichung leicht zu Boden ist, 
und dadurch erhalten wird, da(s man die Ausdrücke 

' = G+A-C "^ ""^ ^ = G + C-A y^ 
in der Gleichung Au^'\'C^^Oz=zO substituirt. Man erhält dadurch aber 

^^ , V* -i. ^ ^ !B^ -I ^ = o 
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nhd hiernach ist die Ortiourte des Punotes JP' ehenfall« ein 
Kegelschnitt^ der mit dem gegehenen Kegelschnitte (der 
Ortscurve des Punotes P) dieselben drei Mittelpuncte und 
2war insbesondere denselben inneren Mtttelpunet hat« Man 
kann auch nun leicht ans den Axen des einen Kegelschnitts die Axen des 
anderen herleiten^ womit wir uns aber nicht weiter aufhalten« 

Zusatz* Es halt nicht schwer, die reciproken Satze anzugeben: YTenn 
man um einen sphärischen Kegelschnitt rcohtseitige 
Dreiecke (solche, deren eine Seite ein Quadnuit ist) besch reib t| 
und die Seite, welche der Quadrant ist, in einem festen, 
den Kegelschnitt berührenden Hauptkreise fortruckt, so 
beschreibt der Scbeitel des Gegenwinkels einen zweiten 
Uauptkreis^ und wenn dann weiter der erstgenannte 
Hauptkreis den gegebenen Kegelsohnitt umhüllt^ so um- 
hBUt der zuletzt genannte Hauptkreis einen zweiten 
Kegelsohnitt, welcher mit dem gegebenen dieselben drei 
Mittelpuncte hat« 

4^ 
Wenn man von einem Puncto P =5 (x'y y') aus zwei Tangenten an 
einen KegelschDitt zieht, dessen Gleichung 

Ay'^2Bxy^Cs'^2Dy^2Ex^a = 
sein mag, so ist bekanntlkih die Gleichung des Sjmtemes dieser beiden 
Tangenten 

(B^^^O {xy'^yxj +2 {BD^JK)iy'-y){xy^^yx^) + {P'--AQ){y'^yf 

+ (£»- GC) (a/^xf = 0, 
es mag die Construetion eben oder auch sphärisch sein. Diese Gleichung 
gestattet eine Umformung, welche wichtig ist und neu zu sein sdiefiit, 
und welche ich hier daher mitzutheilen wage. Man kann iibmlteh statt 
der vorstehenden Gleichung die folgende an die Stelle setzen: 

(Ay'+2Bxy+ Cx'+2Dx+ 2Ex+ G)( -<r'*+2Bxy+ Cx'' +^Dy+2Ex'+ G% 

Es wird hier hinreichen, durch die Entwfokelung dieser Gleichung ihre 

Übereinstimmung mit der vorigen nachzuweisen. Setzt man zur Abkarsung 

p^Jy + Bx^D, i/^By+Cx+E, r ^ Dy + Ex+ G, Mnd 
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80 ist mnSchst 

^/»+ 2Bxy+Ca,^' +2 Dy+ 2Ea/+ G = /ly+^aZ+r', 

und oudb , ss /'S^' + f^+rf 

und die xa beweisende Gleichong verwandelt sich aIfM> in die folgende: 

wdche durch Entwiokelung bicIi verwandelt in 

Werden aber die Werthe von />, jr, r, //, /, r' benutzt, so erhBlt man 
Pf-9P' = (B*— ^C)(ar/'— yx')4-(fifl-urfl?X/~r)+(C'ö-B^^^ 

und werden diese Aasdrneke in der vorigen Gleichung aubstituirt^ so er- 
h&K nMUB die allgemein bekannte Gldchung für das System der beiden 
Tangenten» Wir können unsere Gleiobung anch f|uf folgende Art schreiben : 

^jr^+2Äcy+Ca?'+2ö/+2&r+ OX^/'+2B^^^ 

= 0. 

Verbinden wir diese Gleichung des Systemta der beiden Tangenten mit 
der Gleichung des Kegelschnittes seihst, d# h. setsen vrir den Factor 

Af'^2Ba^y + Cx^'\-1lDy+2Ew+G =5= 0, 
so erhalten wir die Gleichung der Chordale ^ welche hier also die Be«^ 
rührung^ehne ist^ nümlich die Gleichung 

und da diese zugleii^ die Gleichung (ur die Polare des Punctes P ist, so 
ist also Jene Beruhrungasehne mit der Polare des Punctes P 
einerlei, und gerade ans diesem Grunde lM£it sich die Gleichung des 
Systems der beiden Tangenten also in Factoren zerlegen. 

5. 
Die gefundene Gleichung vermittelt nun den Übergang ssur Auf- 
16snng eifier anderen analytischen, die Kegelschnitte betreffenden Aufgabe^ 
wovon sowohl in der Planimetrie als in der Sphärik Gebrauch gemacht 
werden kann. 

35* 
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Es sei ay-f-Ajr-fcsrO die Gleiehong einer Sehne eines Kegel- 
sdinitts: man soll daroh die beiden Endpuncte dieser Sehne Tangenten 
legen, und die Gleichung des Systemes dieser beiden Tangenten herleiten. 

Es sei wieder -irf/+2Ba?j^+Ca?*+2Z)y+2JB;r4. ß=sO die 
allgemeine Gleichung des Kegelschnitts^ und {x'^ y^) der Durchschnitts- 
punct der beiden Tangoiten, so ist 

die Gleichung der Beriihrungssehne; und wird sie mit der gegebenen 
Gleichung indentifidrt, so erhält man 

. _ (g* — GC)a4»fGB— PJg)fr4-(CD — Bg)o 

und 

, (GB^DE)a+(P*^GA)b+(^B—BD)c 
^ ™ (CD-BE)o+(wrf2?— BD)ft+(B* —AC)e^ 

und diese Ausdrücke mässen in der Gleichung 

des Systems der beiden Tangenten substituirt werden. Den gleichen Nen- 
ner der beiden Ausdrücke bezeidinen wir mit N^ und mit n den Ausdruck 
^E»— 2BDJB+CÖ*+G(B»— ^C). Wird die Substitution wirklich voll- 
führty so erhalt man 

und 

und hierdurch verwandelt sich die Gleichung in 

die weitere Substitution und Reduction führt endlich zu der Gleichung: 

[A£^—2BDE^CD^^G(ß''^AC)\{ay^bx^cy 

in welcher unter K der oonstante Factor: 
K =r (IP— GC)a*+2(GB— DB)ai + (Z>»~.G^)6^+2(C2)— BiS)ac 

+2{AE^BD)be + {B'—AC)c' 

verstanden wird» Diese Gleichung fifr das System der beiden durch die 
Endpuncte der gegebenen Sehne gehenden Tangenten des Kegelschnitts 
scheint ebenfalls neu zu sein, und nur ein specieller Fall derselben findet 
sich in den Lehrbüchern der analytischen Planimetrie und in einer 
ren Abhandlung von mir in Bezug auf die Spharik. 
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bC nSmltoh a s 2 s 0^ d. h« ist ein Stuck der Cardinale des Corn^ 
dinaten^SjBtems selbst die gegebene Beruhrungssehne, so ist irs=i(J3' — AC).^ 
und die Gleiofaung verwandelt sich nun in 

in der Planimetrie stellt aber diese Gleichung das System der beiden 
Asymptoten der Hyperbel dar. 

Gelegentlich werde ich auf die Anwendungen der vorstehenden 
aUgemdnen Gleichung suriiokkommen. 



Beweis des Lehrsatzes 28. im zweiten Bande dieses Journals 

(Seite 100). 

(Die Aufnahme ift durch Zufall einige Jahre verspätet.) 
Der Lehrsatz heifst: 
Wenn irgend ein spharieches Dreieck ABC (Taf. II. F^. 2.) gegeben ist, 
und man acieht aus seinen Winkeln durch irgend einen Punet P Haupt- 
kreise APA^j BPBi^ CPCty welche die gegenüberliegenden Seiten in 
^19 Biy ^i treffen^ so hat man^ wenn M der Pol (das Centrum) und 
R der Radius des um das gegebene Dreieck beschriebenen Kreises ist: 

sinP^^ I ainPBt , sin PC, ^_ eosJfP 
%inAA^ ' woBB, "■ sinC^ co»B ' 

Um diesen Sats elementar su beweisen, ziehe man vom Mittelpunote 
der Kugel aus Radien nach den Puncten A^ Bj Cj A^y B^j Ciy P, M; 
von den fünf letzten Radien werde das Sehnendreieck in a^j b\ c^j Pf tn 
geschnitten ; ferner ziehe man im Sehnen dreiecke die geraden Linien Aa'^ 
Bb'j Ccy welche sich in p schneiden^ und noch die gerade Linie mp vom 
Mittelpuncte m des Kreises ^ nach dem Purchschnittspuncte p. Wird der 
Sfittelpunct der Kugel mit F bezeichne^ so ist offenbar 

ph' _ Vp tinFB, pa^ _ yp Bin PA ^ . £^ Fp stnffi , 

Bb ~ rB'sinBB,^ Aa' ~ VA'AnAA^ """ C& ^ VC ünCC/ 

Da nun aber l^, + ^ + E^ = l und VA=FB^FC\sX, soerhältraan 

sin f B, , %\nPA, , fein PC^ VA 

sinBB, « sin^u^^ « sinCC, ~ 7>* 

Nun ist aber ^m = J^^ cos JS^ und /OTiss/T^.cosüfP, also ist ^_— ; ^^^ ^ 
welches dem aufgestellten Satze gemäls ist« 



270 ^^* Fugani^ mtr U$ jtresiions JPun corpt tur pb$9ietir$ offuU. 

8ur les presenons exerc6es par im corps pesant qui 

repose sur plusieurs appuis. 

(Far Hr« Faganl^ prof« ord. ^ U faculti des sciences de raoiversil^ da LMge») 



Le Probleme que je roe propose d'analjTBer dans wi ^rit a ^ii trait^ 
d'une maniere ing^nieaae par Tillufitre tkihr dans le 18"^ volome des 
Nottveaux Gominentaires de TAcadÄnie des Sciences de St. Petersbourg. 
Yen la fin de l'annee 1823 je pr^entai k rAcad^mie des soiences de 
Bruxelles un essai sur le meme objet oiä, apres ayoir Stabil k priori que 
la somme des earti* des pressions doit itre un minimun^ je fis voir qae 
ce principe oondnisait k rbypothesQ A'lBuler^ et r^oiproquement« 

Probleme l^. Un prisme solide bomogene droit s^appuie par aa 
base sur un plan horneontal suppoae inflexible» Au oentre de gravit^ de 
la base auperieure est appliqu4 un poids p, incomparablenient plus grand 
que celul du prisme« En designant par / la distance entre les deux bases 
du prisme ayant Tapplication du poids pj et par l-^Zf cette distance 
apr^ 1a l^g^ oompression du prisme produite par le poids ps trourer la 
relation qui doit exister entre les trois c|uantit6i Pf l, ed z. 

SolutioM. Ce probltaie presente deux cai aelon que Taxe du 
prisme reste droit oa alnfl^chit i^ires la eompreasion. 

1** Caa. La relation d^mandde aera axprim^ par l-^quation 

1. /! = •-, 

dans lacpielle m denote un poids donn^ et qui depend de la nature du 
prisme et de Taire de aa base. 

JP* Gas. Par le centre de grarit^ de la base du prisme imaginons 
un axe limlt^ & la pdriph^rie de cette base; et aupposons que l'aire 
totale de la base seit divb^ en rectangles inflniment petita per un ajrsteme 
de droites perpendiculairea & Taxe» En nommant v Tune quelconqne de 
ces droitesi ii sa distance au oentre de grarile de la base^ et v lo rap«- 
port de ia ciroonfdrenoe an diamofre^ posons, pour abr^er^ 
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llnt^girale devant s^Äendre k la baie enti^re du prbme, et Taxe de$ u 
4t»ni ohoisi de mairidre que la valeur de t* seit la phis petite poirible» 
Cda p08^ en aora d'abord 

2. />>pcir=n; 

emoite^ on troarera^ en n^gligeant les puusanoes aop^eim de y-^ et eil 
supposant que le prisme consenre toute son AuüdUp 

On pourra oonsulter poiir la d^monrtratioii des formulas (L)| (2.) 
et (3«) le Traft e. de meoanique de Mr. Poissanf ferne l*' page 6ilL et 
suiyantes« 

ProbUme 2^. Une table herizontale mflexilile est support^e par 
im nombre quelconqae d'appuis prismatiques yerticaux et boinagdnes» 
On appUque k un point A(kemnn6 de la table un poids donn^^ ei 
Ton demande qudle aera la pression exeroee par oe poids sur un appm 
quefeonquet 

Solution. Sttpposons d'abord que tous las appuh soient legere* 
ment oomprim^ et que leura axea reatent dreits et rertioaux. II est 
^ndent que lea extrdmitcs sup^rieures de ces axes, qui d'abord ^taient 
rito^ sur un plan horiaontal se trouveront^ cg^rds la eompression des 
appui8| sur un plan dont P^quation peurra s'exprimer de oette mani^re: 

le plan des x, y^ ^tant le plan horizontal dont nons venons de parier^ et 
les ordonn^as % 4tant dirig^ dins le sens de la pesanteur» H est ^vi-- 
dent en outrei qu'en d^gnant par ;r) y^ les eo-abseisses de Fextrdmittf 
sup&neure de Paxe d'un appui queloonquoi et par p la pression support^e 
par oet appui ^ on aurai d'apr^ la fomiule (f.). 

Seit dont P le poids qui r^ose sur la table, et Oi % les co^absoisses de 
son point d'application; on devra avoir^ pour requilibre du Systeme 
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Bans oes equatiooa, la lettre S denote une aomme qui doit s'^tendre 
a toutes les extr^mit^ sup^eures des axes des appuis. En d^terminant 
tes valeurs des oonstantes ^ fiy v au moyen des oquations (5.) et en lea 
fiubstituant dans la formule (4»)^ on aura la pression d^nand^e. 

Si tous les appuis sont identiques^ le rapport y est constant, et les 

formules (5.) conduisent & rhjpothese admise par EuUr. 

Dans le cas g^n^ral, on aura l'expression la plus simple de !a pres- 
sion p en fixant Torigine des eoordonn^ au centre de gravit^ des poids 

~^ etc. 9 appliqu^ aux ^ctr^mit^ sup&ieures des axes des appuis ^ et en 

prenant les axes prmcipaux de ee Systeme de poids pöur oeux des x et 
des y. En eiFet, les oquations (5.) se r^duisent alors simplement aux 
suivantes: 

Partant 

Remarjue. La Solution donn^ par les oquations (4«) et (5.) sera 
legitime si auoune des valeurs de ;i ne satisfait k la condition (2.)# D 
Importe d'observer aussi que les valeurs n^atives de p ne peuvent cxmve- 
nir que dans le cas ou les appuis auxquels elles se rapportent ont les denk 
extr^it^ fixes; et alors la compression est chang^ en extension. Dans 
le cas contraire 11 faut recommeneer le calcul k Faide des oquations (5.) 
en faisant abstraodon de tous les appuis pour lesquels on aurait trouv^ 
une pression ndgative et s'assurer si les conditions d'^uilibre peuvent 
^e satis&ites; ce qui fera connaitre les v^ritables pressions des autres 
appuis. Dans tous les cas ^ si une ou plusieurs valeurs de p rempUssent 
la condition (2.) , il faudra dans les ^uations de requilibre, savoir 

6. Sp = P, Spx 5= aP, Spy = ßP, 
substituer dt la place de la lettre p^ les expresions donni^ par la formule 
(3.)> o'est-Ä-dire 

7. p = n(l + y (\+fi^ + Vj))- 

Pour montrer une application de nos formules, je supposerai que le 
poids P est Support^ par quatre appub ^ux et que Tun d'eux ^prouve 
une l^g^re flexion. 
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L'ori^oe dea ooordonn^ Aant plao^ au oentra de gravft^ des 
poid« 211, ■, «r, ■, Tetpectiveinent appliqu^s eux pointa (*, y), («',/'), 
(^'> y")i i^"t y'Oi ^ daita les formolea (0,.) misea aoos oette fiorme 

f»+/^ + /^' + y" =A 

oo fidt 

;^ = ^[I-f2(^+M^+yr)], 

et si PoD iroppoM que le« laes des x^ y sont les OLes prinefpeux du qr« 
steine de poids 311, m, m, mß ön aorat 

(3Ä+2n)x =s p— n, 

Kr'' +/''+/''•)+ 2 n;r]y = ßP^ny, 

Bo substHoant dans les formules pr^oMentes, les valeurs des eoeffidens 
h^ fi, Vp donD^ par les demidres ^quationsi oo oöDBattra les pressions 
eberoh^es. 

Th4örSm0^ Dans l'ypotlidse d^EuleTf la sömme des oarrds des pres- 
sions Support^ par des appuis en nombre queloonque, est un minimum^ 

Dünonstratio7i. II sufBt de prouver que, si le nombre des va* 
riables p est plus grand qua {Jiß)f les ^uations (&) tftant satisfiutes par 

TecKpresMOu g^n^rale 

pr=x+f4d?+r3r, 

d«n& laqnelte X, fc» v» sMit des constantes^ on doit arotr 

Spip Ä Oa 

Ponr celSf dÜSi^reotions par rapport ii /i^ les dquatioos (Oe)( nous 
amons 

8ip = 0, Sxdp == 0, Sydp ä a 

MnltipUoDS ces dernidres ^quations^ respectivetnent par X» f^ et y> en ajon- 

tant les prodnitSi et en ayant ^rd k la väienr g^rale de Pf on trouvera 

Spdp = 0; 
CO qnHl fiillait d^mootrer« 

Lldge le 12a Aout 1834. 
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20. 

Neue und direeteste Methode, aus den gemessenen 

Höhen zweier bekannter Sterne und der Ziwischenzeit 

der beiden Beobachtungen die Polhöhe zu finden. 

(In Folge d«t AnfraCzen 34. im zw«Cen Bande ifietes loeriieLi S. 345.) 
(Von den Herrn Prof. Dr. Gudermann^ xu Munster.) 

JLlieee^ nach einem Berichte und Aimuge in Zach 's Corresp. astron.^ 

suerst von Gauft in einem GStfinger UniFWsitStB« Programme hehandelte 
Aufgabe ht auch in Littrow's theoretbche und praotische Astronomie 
übergegangen. Die sahlreichen froheren und epäteren Behandlongen 
fibniicher, und von der genannten nur wenig verschiedener Au^aben^ 
und das Bestreben , eine vorziigUch für SciiiflPer bequeme Auflösung au 
ermitteln^ haben dieser Aufgabe ein beeonderes Interesse gegeben. IK» 
nachstehende directe AuflSenng enthttit in ihrer Endformel nur eine ein^ 
aige, in der Construction nachgewiesene Hnlfii-Grfilse^ welche auf vielerlei 
Arten berechnet werden kanui und gestattet Überhaupt eine be^eme 
Anwendung des logarithmischen Caicub« 

Es seien h und h^ die gemessenen Hohen der beiden. Sterne S und 
S'i ihre Dedinationen seien d und d'; der Pol heilse P und das Zenith 
Z. Die beiden Dreiecke PSS' und ZSS' haben die Seite SS' gemein» 
und der Winkel SPS' im ersten Dreiecke» weldier durch i be^ichoet 
Vfird» kann aus dem Unterschiede der Rectascensionen und aus der Zwi» 
schenaeit der Beobachtungen Imcht gefunden werden ; der Hauptbogen PZ^ 
welcher die Scheitel der beiden Dreiecke verbindet» ist das Complement 
der gesuchten Polhöhe <p. 

Da awei Seiten 9CP— if und 90^ — d' sammt dem eingeschlossenen 
Wmkel des Dreiecks SPS' gegeben sind^ so kann hieraus die dritte 
Seite t dieses Dreiecks nach bekannten Regeln gefunden werden; es ist £• B. 

oosib = sinrfsini/^-|*costfcos</'co80^ 
und diese Grölse k ist die vorhin erwähnte Hiilfs-Gröise. Ist AT die Bfitfe 
von SS\ und zieht man noch MP und MZ^ so ist 

eosilfP = •lE^Hi^^ sinifP.oosPJIW^ = ^^~f^ und eben so 

Werden eodlioh von P und Z die Perpendikel Pp und Zz auf SS' ge- 
(ftllt, Bo iat 

ianMP.%inPMS' =s i\nPp und nmMZ.sinZMS = üaZz. 
Da der Winkel PIHZ = PMS'+ ZOtS', und «Uo 

C88 PIHZ = wn PMS' <)MZOtS' + gio PJUS' sin Z3tS' ist, 
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80 tthllt man aiu den vier Torigen AusdrSoken sogleich : 

Da aber äln9=::=co»PZ = coBPMeoBZM-\rMinPM.nnZMeMPJIfZ ist, 
so entsteht die Formel 

nn(p ^ — p — ■ - + • : -^ -±»mPp,»mZs. 

4C09-J 4siD<^ 

Setsen wir -weiter A=s /'[oos«.oos(« — k).rin(s — h).tm{<8 — ÄOJi worin 
4 SS ^H^d± ;,t, so ist bekanntlibh sio Zx ^ ^, und da ianPpr=i "^f^*^"^ 
Ist« ao ist, nach der Snbstftotion dieser Werihe, die obige Formel: 

Die numerische Rechoung ist am bequemsteoi wenn man der Formel die 
folgende Gestalt giebt: 

aiiiys>=. — "T Jä ~ — 

oos-j- «in-j 

, i/^,co*dco9d'.mnd 
nn *• 

Man findet hiernach also die gesuchte Folhtthe, ohne die Zeit der 
Beobachtung, oder die Winkel ZPS und ZPS* vorher berechnet zu haben \ 
was nach der Gaufsisohen Auflösung nicht angeht« 

Um die Brauchbarkeit dieser Formel besser beurtheflen su können, 
wShle Ich als Beispiel die Berechnung der PolbShe von GSttingen« 
Nach Littrow's Astronomie I. Theil S. 183 war 
A' =; 50» 3' 38" 70; rf' = 20» 10' 56" 02; 9 ^ 76* 16' 22" 62. 
h =;: 33» 33' 0"00; d = 8»22'35"45; 
Die umstlindllch angegebene Rechnung ist nun: 
Io8sm<f 8 9,1633923 log cos«/ =? 9,9953421 
logsmd' s= 9,5378280 logoos«/' = 9,9724806 
_^ logoosa = 9,3752918 logsind ~ 9,9874148. 

8,7012203 9,3421145 

Zahl SS 0,0502598 -j- 0,2203507, also cosir s= 0^06105, 

und * = 74» 17' 57" 84, 

ooa^ = ^±p^ = 0,6353052, logcos— = 9,8022824, 

sin^ = !z|25* - 0,3646947, log sin ^ = 9,5619294, 

log» = 0,6020600, 
logsu k* =^ 9,9669718. 
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* = 78» 57' 18" 27, 

* r= 4»39'20"43, 
k s= 45« 24' 18" 27, 
Ä' = 2fiP 53' 39" 57, 



logooe« 
]ogoo8(«~iir) 

logain (« — A) 
logsin (tf — ^A') 



: 9,2823470, 
: 9,9985647, 
'9,8525338, 
'■ 9,6841230, 

18,8175685, 



logCM- 



9,9976911, bgda 



df—d 



logBin ^ =9,3920813, logoo»^ =9,9863706, 
if—h 



logoos- 



logdn^ =9,8238669, 
"^ 9,2091156, 



2 
9,9954763, logsin^ 



logoos^ 



8,0280492, 
logcos^— 9,8029824, log sioys: 9,5619294, 



*• 



log^ =r 9,4087842. 
9,0121710, »«8^ =9,4087842, 

lög2 ^0,3010300» 
Utgond =9,9953421, 
logOMi('=9^9724806, 

logring =9,9874148» 

9,6650517, 

lognnl*=: 9,9669718, 



9,1571103, 
9,8723973. 



9,4061332, 
Zah1= 0,2547612. 



8,4^1198, 
ZabI =0^0292496. 

0^2547612, 
-f 0^0292496, 
± 0,4989764, 



9,6980799, 
Zahl =0,4989764. 



Also «otweder ain^ = +0^7829872, 
oder Mo9 = —0^149656. 

Der letzte Werth gjlebt eine n^tive Poihfibe, uod ist hier uiunilSssig : der 
erste aber giebt die GSttinger PoIhShe 

a> = 51« 32' 5", 64. 
In Littrow's Astrononde Mird die Göttinger PolhShe nach zwei rer- 
scbiedenen Netboden bereobnet; die dne Berechnung riebt ^=51*32' 5"53, 
die andere aber <P = 51''32'5"69{ unser nach den Tafeki von Sehulze 
bereobnetes Resultat liegt also swisdnen den bdden hier angsgebenea. 

Mimster, den 9ten Mün 1834. 
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20. 

Sur ia valeur approch^e lineaire et rationnelle des 
radicaux de la foriue V(fi+b')j /(«'-fr') etc* 

(Par Mr. J. V, Poncelet, chef de Bataillon du G^nie.) 



Expression lin^^aire i^(a'+6') depuis a = kb, juBqu'i a= oc6; limite de Ferreur. 

Jua valenr approchee du radical ^{a^+h^) devant Atre rationnelle et lineaire 
en a et b, nous ferons 

y'id'+b') = aa + ßb 

a et b etant des nombres absolas et positifs, a ei ff des nombres indeter-* 
min^s qai doivent satisfaire a la cohdition que, dans une etendue donnee, 
par exemple, depuis a = kby jusqu'a a=^co ou ( = 0, Terreur eommiae en 
prenant aa+ßb au Heu de }\a^+b'^^ seit la moindre possible par rapport 
a la veritable valeur du radical. L'erreur absolue elwil aa+ßb —^{a+b^^ 
Terreur proportionnelle on relative que nous nommerons z^ sera, en fesant 

a . aa+ßb . an + ß a 

et il s'agira de la rendre un minimum poor toiites lea grandeurs de a et de 
b ou de n, comprises dans Tintervalle considere (n = Ar a fi=rcx)), en dis-* 
posant convenablemeut des indeterminees a et ß; ce qui revient, au fond, 
a cboisir ces quantites numeriques de maniere que le cours de la courbe 
qui aurait n pour abscisses et a ponr ordonnees respectives, s^approcbe le 
plus qu'il est possible de Taxe des n dans Tetendue cooiprise depuis n^k 
josqu^Ä n = CO. 

Pour cela, il est necessaire d'etudier la marche de la fonction a enlre 
les deux limites ou Ton doit calculer les valeurs de -^{/g^+h^). Or, il est 
aise de s'assurer que de ii = a n=-oo^ a est susceptible d'un maxiraum 
absolu k partir duquel Terreur decroit constamodent et indefiniment sons le 
point de vue algebrique, c'est-a-dire, en passant par zero et devenant nega- 
tive; ou, ce qui revient au möme, Terreur, ä partir de ce maximum decroit 
continuellement jus'qu*ä devenir nulle pour croltre ensnite en*dessou8 de Taxe 
des abscisses^ en prenant des valeurs de signe contraire. 
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En effet. si Ton considere les nombres a ei ß corome donnes. et quc 
Ton differeutie deax fois de saite, la valeor ci-dessus de ;» par rapport ä n. 
qu'on efale enfin a zero le co'efficient differeiitiet du premier ordre pour 
avoir la valeur de n qui repond an maximiim de Terreur, on trouvera quo 
les conditions de ce maximnm sont satisfaites pour 

Rechercbant, en outre^ les expressions de Terreur % qui repondent 
aux deux limites considerees, on trouve 

pourn = *. « = 7(r+P) -^- 
pour ii='x:, a = a — 1. 
Si donc on etait certain, a priori, que le maximum ci-dessus ae trouve 
situe entre ces limites, pour les valeurs cherchees de a ei ß, c^eat-ä-dire 

que le rapport -^ est essentielleroent positif et plus grand qne k, il ne reste- 

rail qu'a determiner ces valeurs de maniere a rapprocber le plus qu'11 est 
possible de 0, les expressions algibriqnes des trois erreurs donl il s'agit, 
c^est-a-dire, de maniere que la plus grande d'entre elles, prise abstraction 
faite du signe, soit la moindre possible; ce qui serail facile puisqu'il ne 
s^agirait, comme on va le voir, que d'exprimer. que les valeurs absolues de 
ces premieres erreurs sont precisement egales. Mais comme la Limite du 

rapport -^ nous est absolument inconnue, il devient indispensable de faire 

des suppositions particulieres sur les valeurs des indeterminees n et (i. 
Supposant, par exemple, qu^elles doivent rendre nuUes les erreurs relativea 
aux limites h=^ oc^ n = Ar, on aura 

«-1=0, d'oü a = l; ^;^^^-l=0; 

d'oü ß = }\i + **) - a * = y(l 4- *') - *. 
Or, on s'assure aisement qae le rapport 

7 = •(! + *•)-* = »^^-^ +*') + * 
est ici, en eiTet, plns grand qne k, de sorte que Terreur maximum 

^{a+ß')-! 
est reeilement situee dans Tintervalle compris entre n^ k ei n = yo; ce qai 
ne peut ötre a moins que les erreurs relatives aux valeurs particulieres 
a— 1, /::? = |/(1 + Ar^ — *, qui soni positives et que nou« nommerons a et ß^^ 
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n ailleni sans cesse en croissant a partir^ soit de la limile inferieare n^ k, 
soll de la limite superieure « = oo, josqu'a la valeur maximum v(«''+/?^)— 1, 
qui est egaleinent positive. 

D'ailleurs, la fonction }^{ct'+fi^)—i lendant a diminuer a mesure qoe 
Ton y substitue des valeurs de a et de fi de plus en plus petites par rapport 
a or' et a ß', il est clair que, bien qu'elles fassent crottre, dans le sens ne- 

galif, les erreurs er— 1 et -^/ . ,,, — 1 relatives aux limites ii = (X), n=a. 

elles seront plus avantageuses que celles a' et ß', tant que ces dernieres 
erreurs, prises avec un signe contraire, demeureront au-dessous de Terreur 
maximum }^(a^-|-/?^)— 1 correspondanle. Mais, comme, au contraire, elles 
cesseraient de f^tre des rinstant oü ceite derniere viendrait a Atre surpassee 
par Tune ou Tauire d'enire elles ^ on voil que les valeurs de a et de ß, 
qui repondent aux plus petites erreurs possibles pour tout rintervalle compris 
depuis D = Ar jusqu'a n = oc, doivent satisfaire a la double condilion 

ak + ß 



\\^'+ß')-i =l-a = l- 



.*\ ? 



de laquelle on lire d^abord 

expression qui montre qu^en effet, le rapport 

est plus grand que k; de sorte que le maximum |/(ft^+/i^) — 1 de Terreur se 

trouve reellement situe dans Tintervalle compris entre les limites n := Ar et 

n = CO, comme le supposent les raisonnement qui precedent. 

On tirera ensuile, des mömes equations de condition, 

„_ _ _J ß.- 8[^(l +*»)-*] 

" - i + •[2(1 + *•) - 2* •(! + *•)] ' ''' " l + f^[2(H-*')-2*|/(i + *')] ' 

et partant , poar rexpression de la limite i des errears qae Ton risqoe de 
commeltre en prenant 

ak + ß 



l_o=l- 



•(«+* 



L - ^r«'4- /9'wi _ V[2(< +**)-2*y(i 4-*')] -1 _ ^ 

.)-n«+p; * - »^[2(1 -I- *•)_ 24,^(1 +*»)]+ 1 - *• 



Exemples particuliers. 

Sapposons, par exemple, qui Ton ne connaisse oullement Tordre de 
grandeur de a et de b, c*est-ä-dire, si a sarpasse 6 ou en est surpasse; les 

37* 
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limites entre lesquelles il faadra prendre les vaieurs de ]/(a^4-6^) seront sinai 
n = ei fi =^ oo ; de sorte qu'on devra faire ft = dans les expressions ci- 
dessQS de a, ß et €^ qai deviendront respectivement 

« = /? = 0,8284, f ==0,1716. 
On aara donc, a moins de 0,1716, ou environ ^ pres 

^{a^+b^) = 0,83 (a+ 6) 
qaelles qae soienl les valears positives de a et de b; le maximam 0,1716 

des erreurs proportionnelles et positives ayant lieu pour n ou -v-= -^ = 1^ 

et celoi des erreurs negatives pour n = et n = oc, ou a = et 6 = 0. 

Supposant pareillement que Ton sache que a doive surpasser 6, oa 
n Tunite, on aura A=l et a = 0,96046, /? = 0,39783, f = 0,03954<^: 
celte limite b des erreurs positives et negatives, etant precisenent atteinte 



a = 6, a = — et 



pour les vaieurs ii = l, n = 'X) et i» = -^ = 2,44 , ou 

a = 2,446. 

On voit, d'apres ceia, que les vaieurs rationnelles aa+ffb de ^{a^+b^ 
sont d^autant plus approchees que a devient plus grand par rapport a b; c^eat 
ce que confirme ie tableau suivant, dont ie calcul est du a Mr. le Capitaine 
du Ginie Gouetm. 

Tableau des vaieurs numtriquea des co^fficients de la fonction linöaire aa-^-ßb 

et dea limites de Terreur. 



Relations de 
a et de fr. 



Va- 

leurb 
de*. 



aet6quel- 
conquea 



a 
a 



a 
a 



2.6 
3.6 
4.6 
5.6 
6.6 
7.6 
8.6 
9.6 
10.6 




1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 
10 



Vaieurs 
tie a. 



Vaieurs 
de ß. 



0,96046 
0,98592 



00,8^ 



82840 
0,39782 
0,2327( 



Liaittcs de I'erreur oo 
vaieurs de 1 — a. 



0,993500,16123 
0,99625 0,1226d 
0,99757 0,098781 
0,99826 0,06261 
0,99875 0,0709 
0,99905 0,062 
0,99930 0,055351 
0.99935 0,04984| 



,17160 oa 
,03954 00 
,01408 oa 
,00650 on 
,00375 ou 
,00243 oa 
,00174 oa 
,00125 00 
,00095 ou 
,00070 00 
0,00065 ou 



Vaieurs approch^ de 






i 0,8284 (a 
^ 0,96046. 
^ 0,98592. 

0,99350 . 

0,99625 . 
,h^ 0,99757 . 
Ti^ 0,99826 . 
^hr, 0,99875 . 

0,99905 . 

0,99930 . 

0,99935 . 



JL 






+ 6) 

a +0,39783 . b 

a+ 0,28270. 6 

a+ 0,1 61 23. 6 

a+ 0,1 2260. 6 

a+ 0,09878. 6 

a+ 0,08261. 6 

a+ 0,07098 . b 

a + 0,06220. 6 

a+ 0,05535. 6 

0+0,04984.6 
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Siniplification des caiculs Dunjöriques dea co^fBoieuts a et /? et de l'erreur liniite 9y 

au moyen des table» de logarithuaes. 

On facilitera beaucoop le caicai numerique des valeurs de a, ß et 
B en posant 

k = cot49 ou 9) = :|^arc(cot = Ar) = :|^arc(taiig = -r-); 

il viendra, en effet^ 

a = 1 — lang* y, /? = 2 tang (jp, € = tang^^ 

expressions que Ton calcalera sur le champ an moyeii des lables trigono- 

metriques, en determinant d'abord Tangie 4 ip dont le logarithme de la tangente 

doit dtre egal a 

10- log*, 

pais successivement les valeurs de q)j tang9> et tang'y. 

Snpposant, par exemple, ür ^ 3, on aura, d'apris ces tables, 

logtang4</) = 10-log3 = 9,52287875 = Iogtang(18'^~26'-7",065); 

d'ou 

ip = 4*'-36'-3r\766, loglangy = 8,9064056, langy = 0,0606131, 

en ayant sein de retrancber 10 de la caracteristique de logtang^)^ qni re- 

presente le logarithme du rayon sappose divise en dix billions de parties 

Egales, dans les tables. 

On aura donc ausai, en ayant cette attention, 

logtang'^) = 21ogtang9) = 3,8128112 = log 0,00649847, 

et finalement 

£ = 0,0064985, V? = 2 tangy ^ 0,1612262, a = 1 -tang^y = 0,993502 ; 

▼alenra qni sont pröcisement Celles quMndiqne la table ci-deasus pour Ar = 3 

Extenaioft dont est susceptible la m^ode pröeödente pour des fonetions oomplexes 

queleonques. 

La marche par laquelle noua sommes arrivia aux expressiona göne«» 
rales de a^ /9 et € en Ar ou y peut övidemment s^appliqner k toute espice 
de fonction« complexe des deux variables a et 6, qu^il a*agirait de remplacer 
par sa valeur * linöaire et approchee de la forme aa-k-ßb-^-y^ pourvu que 
rexpression analytique de Terreur proportionnelle qul resulte de cette sab-» 
atitolioB füt susceptible d^un raaximum ou d'un minimum dans rintervalle oci 
Ton veut conaiderer les valeurs des variables a et h. Cette methode s'eten^ 
drait m<me gfsöment, pour certains cas, a une fonction d'un nombre queU 
conque da variables a^ b, c, d, etc. , en se basans sur d^s 
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analogues a celles par lesqueiles Isaplace et Fourier sont parvenus a de- 
couvrir les yaleurs des inconnues d'une suile d'eqaations de condiUon^ de 
maniere que la plus grande des erreurs auxquelles elles conduisenl, quand 
011 y substitue ä la place des inconnues les valeurs donnees par rexperience, 
soil, abslraction faite du signe, la moindre possible*). Eu effet, toute la 
diflicuile consistera a decouvrir, dans chaque cas, Texpression analytique des 
limites de Terreur qu'on risque de commettre; a les egaler ensuite entre elles 
abslraclion faite du signe; cc qui, lorsque le nombre des equations ainsi 
obtenues sera egal au nombre des indeterminees a, ß, y, etc., periiiellra 
de calculer les valeurs de celles-ci qui satisfont aux conditions du probieme. 
Ces observations monlrent suffisamment que la methode peut s'appliquer 
a une infinite de circonstances , et offre ainsi les moyens de reuiplacer, 
quand la cbose est en soi possible, toute fonction complexe de variables 
quelcouques par une autre fonction plus simple et qui se prdte plus facile- 
ment au calcul ou a cerfaines transformations analytiques. L'exemple qui 
procede pourra d^ailleurs servir a faire presseutir la nature des moyens qui 
doivent 6tre mis en oeuvre dans chaque cas particulier^, et les avanlages que 
ce procede peut avoir, dans ccrtaines questions, sur ceux ordinairement mis 
en usage, et qui consistent dans le developpement des fonctions en serie ou 
en fractions continues. 

Consid^rations g^om^triques propres & arriver au mSme büt. 

Maintenant nous ferons reroarquer qu'il se presente divers moyens, 
essentiellement fondes sur des considerations geometriques, et qui sont 
propres a atteindre ie but desire par une voie pour ainsi dire purement 
intuitive. 

En effet, reprenant la question ci-dessus^ nommant c la valeur 
exacte du radical 1^(0^+6^)9 el considerant les quantites variables a, b 
et c comme les coordonnees d^un certain point, dans Tespace, pris pnr rap- 
port aux äxes rectangulaires oa, ob^ oc (Tab. III. Fig. 1.), il est ciair que 
r^quation 

|/(a'+6^) = c, ou ä'+b'^c' 



*) Mecanique Celeste, 2*" Edition, tom. IL, pag. 126 et suivantes. Analyses des 
öquations, par Fourier, l^'*- partie, pag. 81, No. 21. 
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representera une surface coniqae a base circulaire. ayant »ou sommet a 
l^origine o, pour axc, Taxe oc qne nous supposerons verlicaL el pour anf^le 
generateor. un demi-droit ou 45" De m6me requalion 

c = aa+ßb 
representera ) daiis les coordonnees e, a, b, un plan passant par Forigine o, 
qui serl de sommet an cöne; de Sorte que la question proposee revient pre-> 
ciseinent a deteriiiiner les constantes arbitraires a ei ß qai entrent dans 
requation du plan, de maniere que les ordoiinees verücales c de ce plan 
different le moins qu'il est possible, pour une etendue donnee, de Celles qui 
leur correspondent sur le cöne et appariiennent a une m6me vertlcale, c'est- 
ä"-dire, aux m6mes valeurs de a ei de b prises dans rintervalle pour lequel 

la plus petite valeur de -^ = ft el la plus grande =oo, ce qui se rapporte 

ä Tespace compris depuis Taxe des a jusqu u la droite om. formant avec 
cei axe, Tangle nom dont k est la cotangente. 
Nommant donc tp cet angle« ou fesant 

mon =r (^ = arc (cot = Ar) = arc(^tang = -r-), 

tous les points de la surface conique et du plan a considerer, seront com- 
pris entre les generatrices el ies droites respectives qui ont oa et om pour 
projections sur le plan de a6. 

Supposons qu'on fasse, dans le premier plan et dans cette surface, 
on profil quelconque passant par Taxe oc. Seit (Fig. 2.) op" la trace da 
premier, op celle de la seconde sur ce profil, od celle du plan des ab; 
considerons la verticnle qui'repond au poini quelconque p de od, eile ren- 
contrera la trace op" du plan en un point p', et celle de la surface en 
an point p'; Terreur absolue, commise en prenant pp" pour pp' sera pp", 

el Terreur relative ou proportionnelle ^-^: c'est cettQ erreur qui doit 4tre 

rendue la plus petite possible dans toutes les positions du profil autour de 
Taxe oc. 

On voit que le rapport ^-^ est indepcndant de la posilion de p sur 

rhorizontale od, de ^orte que, par exemple, il suffit de considerer tous les 
poinis p de la surface conique qui appartiennent a un möme plan de ni- 
vea'u o'p i coupant cette surface suivant un cercle dont la projection sur le 
plan des ab (Fig. 1.), est represente par Tarc mpn comprenanl tous les 
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points p % considerer^ et dont TinterseotioD avec le plan qai a ponr equa- 
tion c = na^ilb, est representee, dans celte mime projeclion, par la droite 
rs, je suppose^ limitee Clement aux cötes de Tangle mon qui comprend 
tous les points p. Hais q eiant, dans le profil ci-dessus {Fig. 2.), le point 
du plan c^aa+ßb qai se troave siUki a la möoie baulenr que le point p' 
de la gnrface ooniqne par rapport ä od on an plan des ab; de plos § 
6tant^ sur ce dernier, la projection de q' comme p Test de p\ on a evi- 
demment 

PP' oq^ 

donc la droite rs (Fig. 1.), qui appartient au plan cherche et dont feqaa- 
tion est 

c=^aa+(ib, 
doit itre choisie de fa^on que« dans Tetendne comprise depuis on jusqn^i 
onty eile se rapproche le plus possible de Tarc de cercle npm, en ce sens 
que la plus grande valeur du rapport des intervalles pqaoq, oiesures sur 
le^ differens rayons vecteurs op compris dans Tangle mon, soit la plus petite 
possible Sans egard aux signes de position de pq et de oq. 

D'ailleurs il est ä remarquer que ces raisonnements sont indepen- 
dants de la nature particuliere de la courbe mpn, ou de la fonction en o 
et 6 consideree, pourvu seulement qu^en egalant cette demiere a c, Te- 
quation qui en resulte soit celle d'un cöne ayant Torigine des coordonnees 
a, bj c pour sommet, ou, ce qui revient au roöme, soit homogene en cea 
coordonnees. 

Cela pose, il-parait evident, a priori, que si la portion de courbe 
mpn est susceptible d'ötre renfermee entre deux droit es paralleles snffi- 
samment rapprochees, le probleme propose pourra 6tre resolu, sans dif- 
ficulte et d'une inaniere satisFaisante , en determinant le Systeme de ces 
paralleles qui offre le plus petit eoartement possible, et prenant, pour la 
droite rs representee par fequation c = cra + /J6, celle qui partage en deux 
parties egales Tintervalle dont il s'agit. Notamment si la courbe mpn esX 
partout convexe depuis n jnsqu'a m, la position la plus avanlageuse de rs 
sera ividemment comprise entre celle de la corde mn et de la taiigente 
parallele m'n\ et eile correspondra necessairemenl a la droite m'^m"^ qiri 
divise en deux parties egales Tintervalle de nm a n'm\ de sorte que les 
trois limites 
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Uli" pp" vt''o 

n"o * p"o ^ m''o 



des erreurs positives ou negatives qu'on risque de commetlre en reinpla^anl 
la courhe par la droite, sont^ abstraction £aite da sigiie, egales entre elles. ^) 
Appliquant ces resultats au cas particuUer du cercle on de la Tone- 
tioD ^(a'+fr^)^ et reinarqaant que fangle de n^'n" ou^ ce qai revient au 
mdme, celui de la corde mn avec faxe oa^ est e^al ä iHf-^^ip^ on aura, 
requation de cette premiere droite devant ätre identique nvec celle 

ß ^^^ 2 2\ • cosiv'^ 2cos|V' ^ 

d'on 

2^%l\p . . ^, ^ r, 28inlii:/ ^, 

l'f-coBju^ ??4r^ 1- l+co8^f^ e^y« 

et enfin^ pour Texpression de la limite de t'erreur proportionnelle, 

, f _ c \ 

X nn* * Vcoß \\p ) 1 — cos \\u . , , 

valeurs qni coincident respectivemenl avec Celles qui ont ele donnöes en 
premier lieu^ qaand on prend 

(p^ ^\p^ |(arccot = k). 

^) Plus g^D^raieuieLt, s^il s^agit d'uue fonctiou quelcouque F(ß^b) ou d*une sur- 
face reprcsentiie par T^quation r, = F(a^b), et qu'on m propose de döterminer le plan 
dont rdquation est c:=^aa'\-ßb + Yt de fa^n que lea ordonnöes c de Fun et de 
Tantre, correspondantes aux mdraes abseisses ou valeurs de a et b, difförent le moina 
poaaible entre ellea, ponr tonte Vötendoe d*un aegment convexe de la sorface c sx f(a,b\ 
umitö au plan dont c = iiia-)-itb+p serait Töquation donnie, on niinera, par Tin- 
temection de ce demier avec celui des a, b, intersection reprösentöe par ma+nb -f p = 0, 
nn plan tangent au aegment proposi, ou, plus g^nöralement, un plan qui serve de li* 
mite exttrieure h ce aegment; pnis on oonauira, entre ce plan et le plan e = ma-j-nb, 
un nouteau plan pasaant par la droite ma + nb + p = 0^ de maniöre que ses or- 
donnfes soienf moyennes harmoniques entre les ordonnöea corrcapondantes des deux 
autrea; c*e8t-&-dire tellea au'en nommant reapeotivement &j d^ lea ordonnöea des 
deux demiers, c celle du plan doit il s'agit prlse pour lea mfimea valeurs de a et de 
6, on ait 

1 1/1 . 1\ e-c c-€f' 



c" 



requation de ce plan sera celle du plan cherchä, et. en Tidentifiant avec Föqaation 
« = aa + /?6 + /, on en dödnira les valeurs des inoitermintes er, A r« Quant ^ la 
limite de Terreur, eile aura ividemment pour expression le rapport 

Grelles Joaraal d. M. BJ. XIII. Hft. 4 38 
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Formoles relative» au ca8 oA le rapport de a A 6 est compris entre des limites 

quelcoDqaes. 

Noos avons suppose, daos ce qoi precede^ que la valear de la fonc« 
Hon |'(a^+6') devail ölre prise dang rintervalle compris depuis ^ = ^ jusqu^a 

•^ = 00 oa depuia coti/'^O jusqu'ä coti^ = Ar; mais las raisonDemens resle- 

ratent absolument les mömea s'il s'agissait de considerer les valeurs de cette 
fonction entre des iimites qaelcooques ^ par exemple^ depuis la droite on 

(Fig. 3.) pour laquelle laugle aou = rp\ v- = cot (p' = k, jusqu'ä la droite 

om pour laquelle fangle aom^tf\ y = coti;^' = k, La droite m'n'\ qui 

parlage en deu\ parlies egales rintervalle compris entre la corde mn de la 
portion de courbe ä considerer et la tangente mn' a cette courbe, qui lui est 
parallele^ devant toujours i^tre prise pour celle dont Kequation est e^aa+ßh, 
on trouvera sans difficultes« 

d'oü 

"^ 1 rco8if>— V'') cos'iCv— v/)^ ^ i-fcositv— VO cos'Kv— v^)' 
D'ailleurs, on a visiblement, p et p etant les intersections de la corde et 
de Parc mn avec la droite op qui divise en deux parties egales Tangle 

mon '- ^—^\ 

" i (op + opO - l + eosi(v^v^) "" *^"* ^^^ ^^' 
de Sorte que les trois nombres, o^ ß et t peuvent encore ici dtre calcules trea- 
facilement au nioyen des tables trigonometrit|ues. Supposant, par exeinple^ 

tangv' ou y = i/2 = 0,7072, langf' ou j = y^»^ 10 = 0,316228, 
on trouvera 

a = 0.90! 042- ß = 0,4477, e = 0,0059934 < r*,- 

EjqpressioG lineaire approchee du radical ^{a^-b^\ relative h des Iimites 

quelconques de a et de b. 

Pour olTrir oue seconde applicaiion simple du principe pose en der- 
nier lieu. nous nous proposons de trouver la valeur lineaire et approchee du 
radical ^{a'—b^). Fesant donc 
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et sopposant qu'U s'agisse de determiner a et ß pour rintervalle compris 

depuia —ssk^^coltp josqu'a r -= k' =^ cot^'; nous aurons a considörer 

(Fig. 4.), rhyperbole eqnUatere enm, repr^sentee par requation a^--6^ = c\ 
et ayant oc^c pour demi-axe reel, ou plutöt la portion mpn de cette 
hyperboie, comprise dans Tangle aob des a et 6 positifs, depnis la droite 
on Tormant avec Taxe oa fangte noc^tp\ jusqu^a la droite om formant 
aVec le möme axe Tatigle moc=^f. Or, d'apres ce qui precede. tonte la 
difficatte de la quesUon consistera a troaver requation de la droite m*'n'* qni 
divise en deux parties egales TinlefValle compris ^ntre la corde mn de Thyper- 
bole et la tangenle parallele la plus voistne m'n*; car cette eqnation devra 
dtre identique avec requation c^ixa+ßb, et la limite de Terreur aura pour 
valeur, le rapport 



on^ Off* 01^-^ofli'^ 
% r/\ rf* representant les intersections respectives de Taxe oa avec les droiles 
mn, fn!n\ m"n" suf&samroent prolongees. 

Nommons a', V les coordonn^es de m, a", b" Celles de n, requation 
de la droite indefinie mn sera 

de plus on aura, pour determiner a\ b\ a", b" en fonction de tp, xp' el a^ 
les relations 

desqnelles on tire 

y--y^ _ üf+al' _ if[i — lang» +•(! --lang Vj 

ii»_ a" ~~ 5'+ b"* lang w^(l — tang>') + twg ^'•C* — tang» ' 

Observant que, dans cette expression, tangv et tangy/' ne sauraienl surpassQr 

Tunite, on posera pour la simplicite, 

lang v^ = COSCÜ3 tang 0/ = cos ü> , d ou -^ — -r, = . ^ ' , — =- • 
On trouvera pareillemeut et dans les mdmes hypotheaes, 

a'— a" Bin (« + w') 

Ces expressiöns sont susceptibles d'ötre ratnenees a une forme plus simple 
eneore, en posant de nouveau, 

a; i- co' = 2a, * a>' — u> = 2cJ; 

38* 
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on obtient en effet) par les Iransformations trigonometriques, 

6'— 6" sin « + sin ft/ cos 5 , , ,b'-b" l — cos (« + «') 

a'— a" sm (<d + «') cos a a — a" sio ', w + ^ ) 

au moyen de quoi l^^qualinn de la cordc mn devient 

. cos^ 

b = a — tang ac. 

Reste a irouver celle de la tangente mn' qui lui est parallele. Or, il est 
övideuL qoe^ pour lobtenir, il ne s'agira qae d^ecrire, dans la precedente. 
que m coiDcide avec n ou que v^'^ip, co'=(o, et partant ^ = 0; a acque* 
rant ainsi une valeur inconnue u/ que nous representerons par a\ On ob- 
lient^ d'apres cette consideration^ pour requation de la tangente mn' 

b = tO — lang n'c 

dans laquelle on a^ pour delerminer (i\ 

1 cosd t cosa 
,= ou cosa = — 5-, 

puisque la tangente doit etre parallele k mu, 

O'apres cela^ on auia evideunnent aussi pour requation de la paral- 
lele equidislante m* h\ 

b — — a— TT i lang a+ lang a'). 

Cette equalion devant ötre identique a celle b=^aa+ßb, on en deduit 

finalement 

_ 2co8^ _ 2co8 Jcosa' _ 2co8iy 

"~cos(i(tang<j + tanga'; "" sin (a + ^^'j ~* sin(a-|-aO ' 
. 2 2cosacosa' 2cos*a 



tanga-rtauga' 8in(a-t- o*) cosisin(ii4-^') 

Quant ä la limite (■ des erreurs proporlionnelles qu'on risque de commettre, 
on la trouvera en observant que les equations ci-dessus des droites mn et 

m'tt donnent^ en y Tesant 6===0, 

tangacosa sinir , . , 

et parlant 

orj— or/ __ Bina-^sina'coB 4 ging — tango'coia gin(a — g^) 
~ 091 -Y Off "" sina+sina'cosd smcr + tanga'cosa "~ ginCg + <0 

Marche k suivre dans les calculs nuuiöriqoes. 

Toutes ces quantites, comme on voit, se calculeront aisement au moyen 
des tables trigonometriques. 
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A cct effet. k' et k etant les limites superieure et ioferieare da rap- 

port -^ , rte sorle qu'on ait Tr<-x*^^' ^" * ^^"^ "" P'°^ ^^' ^ ^' ^" ^^^^ 
calera les angles w el w au moyen des relations 

IX) ~ arc(cos« -r-), «>' — arc(^co8 -= -jp-), 

ou 

log cos a> = 10— log Ar, log cos (o' = 10 — log*, 

apres quot on delerminera racilement les angles 

et, par saite^ Tangle & donne par ia relalion 

cos n = — ^ , ou log cos a' = 1 i- log cos a — log cos cT. 

Connaissant a, a' et J ainsi que les log^arilbines de cosfr et de cosJ^ on 
n'aura plus qu'a cbercher dans les tables les logaritbmes de sin(a + a'), 
sin (a—r;') pour obtenir, par de simples additions on soustractions, ceox de 
«, ß el f. 

Exeniples particuliers et id^e des limites de rapproxiiaation. 

Afin d'acquerir une idee des limites entre lesquelles il est avantageux 
de substituer la fonction uarßb au radical \^(a"b) nous supposerons 
d'abord que Ion ait Ar =s 1 , ft' = un noiubre quelconquo plus grande quo 
Tunite: ce qui revient a admettre qu'on doive prendre les valeurs du radical 
depul« a = 6 oü il est nul, jusqu'ä a^ooh ou il se reduit ä a. Cr, cette 
supposition donnant 

üi--=:0^ a^\o}\ (y = |co', co8a' = l, 6' = 0. s-^X^ 
on voit que les erreurs couimises pourraient devenir egales a la valeur mdme 
du radieal quand a serait egal a fr ou que fr serait nul etc., ce qui n^esl pas 
admissible; mais, quelque pres que k soii de Tunite, pourvu qu'il soit plus 
voisin encore de k\ on pourra toujours trouver une expressipn linöaire 
soffisanimeat approchee de ^(/n^—b'). 

Supposant, par exemple, ft = l,01, k'^\fi2 ou ce qui revient an 
mime, supposani qu'il s'agisse de prendre la valeur de ific^—ti^ depuis 
11= 1,016 jusqu'ä a= 1.036, ou trouvera 

(J = ?!^i?^ ^ 3"- 1 7'- 50",607, o = »^- 43'- 5",347, 
cf =: 9«_. 8'- 43",65 el * = 0,0309, 
de Sorte que Terreur conimise serait au plus ^^ de y(a^— fr^). 
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Quaiii aox valeurs de a et de /?, elles seraient^ dans les rnömes 
hypotheses, 

er :^ 6,09718, /? = 6,0197 
On a donc, a moins de ^ pres. pour rintervalle compris depois 
a ^ 1,02 jusqu'a a a = 1,026, 

lV-*'> = 6,097 a~ 6,02 A. 
A mesure ensuite que la limile superieure k du rapport de a a 6 
s'cloignera de 1 , la iimUe ioferieure Ar' pourra elle-mdine 8*en eloigner de 
plus cn plus en s'approchant de Tinfini, sans qu'on ait a craindre des erreura 
gravos sur rnpproximation lineaire du radical. Supposant, par exemple, 
li -sszoQ ou cosc/>=^-0 et fr =^1.1, on aura 

6/) - 90^ w - 24^-- 37' - 28", a = 5r-^18'~44", co8(j' = cola, 

partaiii 

f=r 0,1319, a = 1,1319 = 1-6, /9 = 0,72636. 
On a donc 

y(a*-6^) = 1,1 31 9a -0,726366, 

a moins de \ pres pour toute Ketendue comprise depuis 6 = jusqn^a 

h =- 0.91 a environ. 

On trouvera de meme que, depuis 6=0 jusqu'a 6 = ja, ou de a 
infini jusqu'a a = 2bj on a, a moins de 0,0186 ou ^^ 

y(o -6") = 1,018623« -0,2729446. 

II serait inuüle de pousser plus loin cet e\a:nen, attendu que, dans 
les applications de la mecanique aux machines, les radicaux de la forme 
^(ei*— 6') sont rarcmcnl a considerer. 

Approximation lintaire des radicaux de la tonne y'(a'+6'+c*), 

Nou? en dik'ons autant de oeux de la forme ^^a'-:}- 6"+ c^ qui repr6- 
sentenl la r^suUanlo de (rofs forces rectang:ulaires entre elles et situees dans 
fespace. D'ailieurs. si Ton connait les limites entre lesquelles demeorent 
conipris les rapports des composantes a, 6, c ou de leurs rösnltantes partielles 
]/(0M 6*) etc., on pourra toujonrs ramener ce cas au premier de eeux 
que nous avons examines dans cette note. Connaissant, par exemple, les 
limites entre lesquelles so Irouvent compris les rapports de a a f(6^+c^) et 
de 6 ä c<, on aura successivement 

a, ß^ a\ ß' etant des nombres obtenus comme cela a ete explique precö- 
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demmeiit; mais ici les erreurs partielles relatives a chaque Operation, pour- 
ront bien s'ajouter, et si Ton represente par J et d" les limites des erreurs 
respectivement commises dans la preiniere et la seconde de ces Operations^ 
la plus grande erreur absolue qu'on risque de comaiettre^ sera evidemment 
exprimee par 

quantite plus petite qua i,<J+/i<J') vX^'^+i'+eO. 

£n particulier, si Ton sait seulement que o^>>6^+c* et 6^>>c% 
on aura 

« == a' = 0,96, ß = lf^ 0,4, J = J' = 0,03954, 
et la limite de Terreur qu*on risque de commettre sera, en observant qu'ici 
a'+i*+c^>2^6'+c^, au-dessous de la quantite 

y(aV b'+ (^)((f + i }^2ßd') = 0,0507 /y+ b'+ c'). 
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22. 

Unterschiede der einfachen Functionen. 

(Von dem Herrn Prof. Ofttinger zu Heidelberg.) 

FortsetzuDtc von So. i. uad 14. Baod XI und So 24 Band XIL; 



Anhang zu der Lehre von den aiifstufendeu Functionen. 

<i. 47. 

Anwendung der aufsteigcuden Functiouea auf Potenzirung der Polynomien, 

die durch die Function e* erzeugt werden 

iCju dun mancherlei Anwendungen^ die von den aufstuFenden Functionen ge- 
macht vverdon können^ und insbesondere aurh schon von der Lehre der 
Unterschiede gemacht worden sind, wovon man sich anch aus den frfihem 
Untersuchungen überzeugen kann, gesellen wir nun noch einige. Wir stellen 
sie hier zusammen, weil durch Einschaltung an frahern Orten Unterbrechangen 
nicht zu vermeiden waren. 

Bei den Darstellungen der aufsteigenden Functionen durch Differentiale 
§. 17. u. IT., $. 41. u. ff. wurde die bekannte Reihe 



• * • • 



benutzt und der Exponent y als Inbegriff der Geschäfte^ welche in dem 

Ausdmcke — j>-'- liegen, betrachtet, das Gesetz, welches von der einfachen 

Gröfse y gilt, wurde auf ein zusammengesetztes Geschäft ausgedehnt und 
hieraus weitere Ableitungen gemacht, wodurch die Gleichungen fttr die 
Aufstufungen 

^"X^d+e"^) X: ^-"^ = (l + e"^) X, 

und die fflr die Unterschiede 

gewonnen wurden. Da diese Gleichungen jedoch nur formell sind, so ba* 



m'" 
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ben v.ir für die Bugeze)g\cn Geschäfte entwickelte Reihen gesucht, die in 
den Gleichungen 104., 114. u. IT.. 211 u. ff.. 219. u. ff. gegeben sind. 

Wenn wir mm von einer Grftfse y, die in e" als Exponent erscheint« 
auf Geschäfte abergegangen sind, so können wir auch umgekehrt von den 
zusammengesetzten Geschäften auf die ursprQngliche Gröfse übergehen. Dies 
wird aber nicht allein in den formellen, sondern auch in den entwickelten 

Darstellungen geschehen können, indem man allenthalben y statt ' setzt. 

Die Ausführung des Gesagten wird uns dann in Stand setzen« entwickelte 
Darstellungen für die Polynomien von e^ und dadurch eine Ausbeute für die 
Analysis auf folgende Weise zu gewinnen. Messen wir die vorstehenden 
Gleichungen mit der Function X, so erhalten wir 

};•■•= Vi +e~^'') und t— = VI + f;"^' ) , 

^\e'^ ^V und a^-^^V ^"^ -l) . 
Diese Gleichungen sind um so merkwürdiger, da sie nicht Gröfsen, sondern 
Geschäfte zum Gegenstande ihres Angrilfes haben. Sie sind dem Anscheine 

nach hohl und leer. Setzen wir aber iu ihnen V— =y? und stellen wir 

sie mit den Entwicklungen 104. 114., 211. u ff. zusammen, so gewinner. 
sie Bedeutung. Es ist nemlich 

die Verbindung dieser Reihen mit den gehörigen Entwicklnnsren führt zu fol- 
genden, und zwar aus (104.): 

CroU6*t Journal d. M Bd. XII T. Uft. 4. 39 
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u. 9. w. In $. 18. ist das Büdangsgesete für die Vorzählen dieser Eni' 
wicklongen angegeben. Ans (114.) ergiebt sicli fOr die negativen Potensen 



Vixe-; - 2 4 ^ 8.1.2.3 4.1.2.3.4.5 M6.1.2....7 

^ ^VH-r» -4 4+8.1.2+8.1.2.3 4.1.2.3.4 

ri-i-er^-»= < 3.y 3.y' .^.y' 9.y' 

^ ' ' 8 16^16.1.2 8.1.2.3 '32 1.2.3.4^ 



• • • • 



• • • 



• • • 



u. s. w. 

Aus (211.) u. ff. gewinnen wir folgende Gleichungen: 

, e /1.2.3....Cw+1) \ y+' 
+ *^ *+'P(«:l,»)5 >' 1.2.. ..(»+!) 

1.2.3....(m + 2)\ y-+» 



■♦""V •+»p„,,,,,,): >'l.2....(«+2) 



^^^' (y + i 2 ' 1.2.3 + -)"= «C'^,,,....,,jr 



y"+' 



+ SC(!,l.2....«)^j^ 



y«+» 



Benatxen wir die Darslellnog (136.), so ist 

= (^-^(-l)+^^C-2)....)^ 



4.(^_-(„-l).«+^=^(«-8)-"-)oS+i5 

Aus (313.) aber wird 

833. (,+i+j^+...J 

Diese Gleichung gilt auch für negative Potenzen. Die speciellen PtUe hier 
Yon sind: 
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) V»'T'J.2*<' 1.2.3"^ '"'V ~y 2 "^6.2 30 *4.1.2.3"'"42 *6.1.2...5 "*/» 

V9-t-, 2^1JJ.3^ / y' y^l2 i2 120.2^ 120.1.2.3 / 

O. 8. W. 

§.48. 
Darstellung der Unterschiede grofser Potennal-GrSäen. 
Ist der mle Unterschied irgend einer Potenzial -Gröfse a^ darza- 
slellen, deren Zunahme ax ist, so erhalten wir aus (175.) die bekannte 
Darstellung 

A"a* = (^^«^«/-^(aj+Ci»- t)A«)'4 '"^"~*\ x+(OT--2)aa?)^~ 



• • • • 



Diese Gleichung läfet sich auch auf folgende Weise darstellen: 

2S5. ..x. = (x+»«y[l-f(i±^^7+!=^(^±|^;-....]. 

Die Ausdrficke —-^-n ^ — , ^, ^ — u. s. w. bedeuten echte BrQcbe; 

X'\'m£^x ^ X'\'m^x ' 

je gröfser daher p ist, desto kleiner wird der Werth dieser BrQche wer- 
den. In diesem Falle werden die Glieder dieser Reihe sehr convergiren, 
and es werden oft nur einige Anfangsglieder nöthig sein, um den Werth 
von /^^sd^ nftherungsweise und ziemTich genau bei grofsem p bestimmen n 
können. 

Den Werth dieser Glieder kann man leicht finden, wenn man sie auf 
folgende Weise darstellt: 

m /x-\-(jn--\)i^x^ ^ m 

1 ^ x+m^x y "" 



^» + (»--1)ax/ 

m(ifi — 1) / a? + (m— 2 )Aj?Y m(fft— 1) 1 

1,2 ^ x + mmtix ^ TT2 ' / x + mAx V 

Vx + (m— 2)Ax/ 

Q. 8. w. Man kann sich bei dieser Darstellnngsweise der Logarithmen be- 
dienen, und dann ist 



\äx 

IL $. w. Sind aber die Logarithmen gefunden, so hat man zu ihnen die 
Zahlen zq suchen , sie nach Angabe der Zeichen zu 1 , zu- und abzuziehen 
nnd das Resultat mit (x+miixy zu vervielfachen. 

39* 
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Bedeuten nicht allein p^ sondern auch x und m grofse Zahlen^ so hat 
man, wie vorhin: 

Berücksichtigt man, dafs hei groFsom x und m, 

ohne grofse Abweichung gesetzt werden kann, so wird 

"1^2 O ' 1 2.3 "" T .273 ' 

und dann finden wir. wenn man den geroeinschafllichen Factor ausstöfst, 

und hieraus, wttnn man berücksichtigt, Aafs 

mm' jH^ _ 

* 1 ^1.2 1.2.3 ^ 

isl, 

236. ci"'x" = (x + mAoj/.e*'^. 

Wird die Zunahme Ax = i gesetzt, so wird hieraus gewonnen: 

237. ^'"o:'' = {x + m)''e-"\ 
Sehr zweckmdfsig läfst sich diese Dnrsteliungsweise dann benutzen, wenn 
Kesullale grofser Zahlen, die einander naher liegen, mit einander verglichen 
werden sollen, bei denen sich die efwanige Abweichung gegenseitig ausgleicht. 
Wir beschranken uns nun auf den FalL wenn die zwei Gröfsen m 
und p dem Ausdrucke /^"a^ einander gleich sind, und die Zunahme x^x=l 
isl, und setzen zu dem Endo m^p — z; dann wird, wenn die gehörigen 
Werthe in (235.) eingeführt werden, 

..^ = 4,_,C±i.:')V-^J)e_t-»y_....], 

und hieraus, da x jeden möglichen Werth bedeuten kann, für ar=iO, 

o. = v[l-,(i=-')+'-&=!^G~-^)'-..]. 

Der Werlh des Ausdrucks a*0' ist keineswegs ein imaginärer, wie der An- 
schein vermuthen lassen könnte, sondern ein reeller. Für die Gleichang Ififst 
sich nun aufser dem Ausdrucke z\e^* Nb. 237.^ der nur für ein grofses s 
gilt, noch folgender Binomial-Ausdruck 



A* 



'■[^-Q^r] 
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gebrauchen, denn dieser Ausdruck ^iebi in der Thal den Werth far die Ent- 
wicklung 

nfiherungswejse sehr genau an^ wenn man nur berflcksichtigt. dafs man den 

Exponenten y + 1 in dem Ausdrucke (^Oy+l, wo z eine gerade oder 

ungerade Zahl sein kann, so bestimmt« Aak statt einer ungeraden Zahl die 
nSchst höhere gerade gewonnen wird. Hiernach ist also: 

238. .0=4,-,(i=i)'+lii=a(i=-')'....] 



-^ 4-c-?if 1' 



Von der Richtigkeit dieser Gleichnog kann man sich durch folgende Beispiele 
flberzeugen. Wenn z. B. 8 = 6 ist., so wird 

A*0* = 4*[1 -4(|)*+ 6(1)*- 4(i-)*] = '44 
und 

4*[t - (I) ]* = (f ^)* = 28, ziemlich genau. 

i^'O* - 6«[1 - C(|)«+15(|)«+20f^)«+ 15(|)«-5U)«] = 720. 

Eben so ist 

e^fl - (OT = (JU)' = 729, ziemlich genau. 

§49. 

Von den Facultäten sehr grofser Zahlen. 

Sehr häufig wird man hei einzelnen Darstellungen auf die Facultfilen 

1.2.3 ar = l'*; x(x+i). . ..{x+m—i) =^ x"^'^ oder 

x(ar-l)(rr-2)....(a?-m+l) = a;"'=-' 
gefahrt) deren Werth zu kennen nöthig ist. Bedeuten ar, oder x und m sehr 
grofse Zahlen, so ist die Darstellung des Werlhes dieser Producte auf dem 
Wege der Moltiplication sehr mOhsam. Es möchte daher nicht unzweck- 
mSfsig sein^ abgekürzte Nethoden aufzusuchen. Dies soll im Folgenden ge- 
schehen. 

Vergleichen wir die beiden ersten Glieder in der Darstellung des 
mten Unterschiedes (136. und 139.) mit einander, so werden sie als Dar- 
stellungen einer und derselben Sache einander gleich sein. Demnach ist 

5= l.^.ö »100(0:1,7.3 m) To "^ 9 \^^)' 

1 . /v • • * • HS 
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Messen wir auf beiden Seiten mit gleichen Gröfsen, setzen ffi = rr^ und be- 
räcksichtigen, dafs SC^uii m) = 1 ist, so ist 

339. 1 ,2.3..;,x = ^[i -±(^y+^<i=>i(^):...]. 

Verbinden wir diese Gleichung mit (238.), so erhalten wir 



240. 



1.2.3....x = a-[l-.(l^y"J'. 



~+i 



Diese Gleichung giebt den Werth der Facultät 1''^ näherungs weise, wie wir 
schon oben gesehen, sehr genau, und Logarithmen werden sehr schnell zur 
wirklichen berechnenden Darstellung fahren. Es ist 

log(1.2.3....a?) = irloga:+iPlogjl-p(^^log^^)] 

= a?loga:+xlog^a? — (x— 1) /— a?loga? 

Soll der Werth der Facultät (p+l)(p+2)(p + 3) x berechnet werden, so 

ist zu berOcksichtigen, dafs 

und demnach 

241. {r+i)(p+2)(p+3)....x = -L , ^ 

ist. Eine andere sehr kurze Darstellung des Werthes der Facultiten sehr 
grofser Zahlen ergiebt sich durch die Logarithmen. Ist nemlich die FaculUt 
x{x+i){x+2)....{x+m) gegeben, so ist 

log[a?(x+l)(a:+2)....(a?+w)] = logar + log(x+l) + log(x + 2)...,log(ar+m). 
Nun ist nach der Gleichung (180.): 

logx ~- ioga: 

log(x + l) =loga:+ ^-- ^+ 3^7- 4S^+-- 
log(ar+2) = logx+2l^2^^ + y3^~2*^+.... 

log(a: + 3) = logx+3l-y 2?+^' 3^~^'i^ + 



• • • • 



log(a!-fii») = logaj4»i--TO*2pr+«»*3^-«»*5;r+-" 
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Werden diese Gleichungen in verticaler Richtung zusammengezählt und be- 
rflcksicbtlgt, dafs der Logarithme von z, (m+l) mal, alle andere Glieder, 
aber nur mmal vorkommen, so hat man folgende Darstellung: 

\og[x{a:^i){x+2)...,{x+m)] = (m+l)loga: 

+ (l+2+3+---- + i»)4 

X 

+ (1 + 2^ + 3^+. ...+m^)3L 



Diese Gleichung hat eine unendliche Gliederzahl. Hit jedem Gliede ist die 
Potenzenreihe der natOrlichen Zahlen von 1 bis m verbunden. Es ist klar, 
dafs die Stfmmen dieser Polenzenreiben zunehmen, wie die Exponenten 
wachsen. Daher wird die Summe der Potenzenreihe, die einen unendlich 
grofsen Exponenten hat, auch unendlich grofs sein, und es gewinnt den An- 
schein, als convergire diese Reihe nicht. Sie convergirt aber dennoch, wenn 
man berflcksichtigt, dafs 

S = (f )' = 0. 

wenn xt>m ist, was hier vorausgesetzt wurde, und es wird der Werth der 
vorstehenden Reihe schon durch die ersten Glieder erschöpft sein. Berflck- 
sichtigt man nun, dafs 

und dafs ferner, wie sich spfiter bei Summirung der Potenzenreihen zei- 
gen wird, 



III* . m". m 



n. 8. w. ist, 80 hat man 

243. \ogxix+i)(x+2)"-{x+m) 

/ I 4\i I iwfiÄ-l-i) Olli . Sm 

Soll der Werth der FacultAt ar(x— l)(x— 2)....(a:— m) dargestellt werden, 
so hat man aus (180.): 
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\ogx = \osx, 
Jog(x-l) = loga:— — -^ 



loa(x-2) ^logX~-l-'r±,~y-^—.. 

II. s. w., und hierans 

243. logx(a?-1)(a--2)(a:-3)....(a:-iii^ 

Bei weitem zweckmäfsio^er endlich ist die Darslellun»: der Werthe der Fa- 
cultäten sehr grofser Zahlen durch die Differenzen der Logarithmen Es ist 
nemlich 

logx(^x+i)(x+2){x+3)....{x+fß) 

= ]ogxi'log{x+l) + \og(x+2) + log(x+w). 

Aus (186.") erhalten wir dadurch« dah wir alimälig die Werthe 0. 1, 2 

statt m und Aa: = 1 setzen, 
loga? = logx, 

log(a?+l) = logar+^loga:, 

2 i 
log(x+2) = loga?+2Alogj?4-y^ A'logx, 

3 2 3 2 1 
log(,a:-r3) = logd? + 3Alogx+ p^ AMoga: + j-^A^Iogx, 

\og(x+m) = loga?+ y Alogx+ -A-_-j'Alogx+ ^^ g ^ A*logx+.... 

Werden diese Reihen in verlicaler Richtung zusammengezogen und berflck* 

sichtigt, dafs 

m^m+i) 



l+2-r34- +1» 



ia 



"^1.2 ■^172'^ "T72~~ "" r?l.3 "• 

1.2.3 2.3.4 . (in-2)Cm-l)m _ Oii -2)Cfit- i:m(m + i) 
1.2.3 "^1.2.3"^ ' 1.2.3 " "■ 1.2.0. 4 

a. s. w. 
ist, so bat man 

244. logx(x+l)(x+2)....(x + m) 

= (m+1>logxf^~^^-Alogj-h ' i.2.3 -^^Ogx 

, (fli-M)jfi(»— l)(m-2) j, 
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Diese Reibe convergirt selir stark, besonders wenn x eine grofse Zahl ist. 
Ist z. B. a; = 10000, so ist aus $. 3ß. 

loglOOOO. 10001. 100002. ...(10000+M) 
== (m+l) log 10000 

4 C:!LH>» Q 0000 9999 500 . . . . 

- ^"* +1) [«(»» -t)] QQQQQ 0000 999800 .... 

1 • <^ . <5 



Wird die Facultfit x(x— l)(a:— 2) {x-^m) su Grande gele^, so erhfiU 

man dorcb Anwendung eines ähnlichen Verfahrens 

245. logx(x -l)(a?-2) .... {x-m) 

ifi(ifi + l)(iii+2)(iii+3) 3, 
0X4 ^ loga: + .... 

Eine andere Methode, die Werihe der genannten Facoltfiten zu bestim- 
men, bietet die Integral- Rechnung. Selten wir eine Facnllit von sehr 

grofsem x: 

x(j:-1)(j:-2)..,.2.1 = y, 
so ist 

logy = log«+Iog(a?-l) + log(a:-2).... 

Wird differenziirt, so hat man 

Die in den Klammern eingeschlossene Reibe ist die bei^annte harmonische 
Reihe. Setzen wir der Kürze wegen 

S- = 1+ * + *+.. .. + 1, 

X X ' « — 1 05—2 ' ' ^ 

so ist 

ölogy = {S\)dx. 
Wird integrirt, so entsteht 

Die Möglichkeit auf diesem Wege das gewünschte Resultat zu finden, beruht 

auf der Darstellung des Summenausdruckes von S — und auf seiner Integra- 
tion. Dieser Summenausdrack ist: 

Si- = ioga: + ^~i-.^ + ....+ Const. 

Crelle'0 Joarnsl d. Ifl. Bd. Xm Hft. 4 40 
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, Die Integration dieser Gleichung führt zu Tolgendem Resultat: 

246. log(1.2.3.4....x) = (a:+i)logar+4log27i~ar + "i^--3^,-- 

Allen diesen Gleichungen liegen hyperbolische Logarithmen zu Grunde, deren 
Auffindung §. 36. gezeigt wurde. 



Anwendung auf einige Fälle der Wahrscheinliehkeits- 

Rechnung. 

Wenn bei Lotterieen eine oder mehrere Nummern in jeder Zieliung 
herausgenommen und nach der Ziehung wieder zuröckgeworFen werden, so 
kann es sich treffen, dafs nach mehreremal wiederholten ZQgen eine oder 
mehrere Nummern ein- oder mehreremal, andere gar nicht erschienen sind, 
wie dies bei manchen Staats -Lotterieen, oder bei dem Lotto -Spiele der 
Fall ist. Dies veranlafst die Untersuchung der Frage: In einer Urne 
sind s verschieden bezeichnete Kugeln, wovon bei jeder Ziehung 
p Kugeln herausgenommen und wieder zurückgeworfen werden 
Wie grofs ist die Wahrscheinlichkeit dafs, nach einer Anzahl 
von X Ziehungen, alle Kugeln herausgekommen sein werden? 

Wir bemerken vorerst, dafs die Gröfse x nicht willkörlich ist; denn 
wenn in x Ziehungen alle in der Urne enthaltenen Kugeln erscheinen sollen, 

80 mufs x.p wenigstens so grofs als die Zahl aller Kugeln s sein. Des- 

• 

wegen kann x nicht kleiner als - sein, und s wird als ein Vielfaches ton 

X und p betrachtet werden können. Je gröfser x und p sind: desto leichter 
werden die * Bedingungen der Aufgabe in Erfüllung gehen. 

Wir gehen nun zur Beantwortung der Präge selbst aber, beschränken 
uns aber der Deotlichkeit wegen auf einen speciellen Fall, weil sich von 
diesem leicht zum Allgemeinen übergehen Ififst, und zwar auf folgenden. 

In einer Urne sind 6 verschiedene Kugeln. Drei Kugeln werden bei 
jeder Ziehung herausgenommen und dann wieder zurückgeworfen. Zweimal 
wird gezogen. Wie grofs ist die Wahrscheinlichkeit, dafs nach zwei Ziehungen 
alle Kugeln erschienen sind? 

Bezeichnen wir die sechs Kugeln der Reihe nach durcb a, b, e, dj 
e, fy so werden hei jedem Zuge drei verschiedene Kugeln erscheinen, und 
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die Zahl aller bei einer Ziehung möglichen Fülle fallt zusammen mit den 

6 5 4 

Verbindungen von sechs Elementen zu drei Elementen« ist also .* ' > Wird 

zweimal gezogen^ so kann die Gesammtzahl aller dieser Verbindungen unter 
einander zusammentreffen, und es wird die Zahl aller möglichen Fülle 

6.5.4 6.5.4 _ / 6.5.4 Y 
i. 2. 31. 2. 3 ~ M.2.3/ 

sein, so dafs entweder drei, vier, TOnf oder sechs verschiedene Kugeln unter 
den gezogenen vorkommen können. Kann man nun ferner die Zahl der- 
jenigen Fälle bestimmen, worin eine Kugel, so werden sich hieraus und aus 
der vorstehenden Anzahl auch die Fälle bestimmen lassen, worin keine fehlt, 
wenn man die erstere von der letztern abzieht; denn alsdann hat man durch 
die Anzahl, worin keine Kugel fehlt, auch die gefunden, worin alle 
enthalten sind. 

Zu dem Ende stellen wir die Verbindungen zu drei Elementen aus den 
Elementen a, b, c, d, /*, g zusammen. Sie sind 



abc. 


acf 


bcd 


bfg 


abd 


acg 


bef 


cdf 


abf 


adf 


bcg 


cdg 


abg 


adg 


bdf 


cfg 


acd 


afg 


bdg 


dfg- 



Werden nun die gefundenen Gruppen, so wie es die Aufgabe verlangt, zu 

(6 5 4\' 
rW/ • 

Unter diesen Verbindungen erscheinen solche, worin kein a, worin kein 
hy c^ d^ fj g vorkommt. Die Anzahl der Verbindungen ^ worin kein a vor- 
kommt, sind: 



bcd 


bfg 


bcf 


cdf 


bcg 


cdg 


bdf 


cfg 


bdg 


dfg 



Ihre Anzahl fällt zusammen mit den Verbindungen zu drei Elementen aus 

5 4 3 
fünf, und ist i-V"^* Verbinden sich aber die einzelnen Fälle zu zweien 

unter einander, so ist die Gesammtzahl: 

5.4.3 5.4.3 /5.4.3V 



_ / 5.4.3 Y 

" M.2.3/ 



1.2.3 1.2.3 

40 
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Aaf gleiche Weise bestimmen sich die Verbindongen , worin kein b, kein e, 
kein d, kein f, kein g vorkommt. Sechs solcher Elemente sind es. Also 
ist die Ansahl der Ffille, worin immer ein Element ausgeschieden ist: 

'5.4.3V 



ß /5.4.3Y 



Unter diesen Verbindungen, worin vorerst nur ein Element ausgeschieden 
wurde 9 sind aber auch solche mit ausgeschieden worden, worin zwei Ele- 
mente fehlen, wie dies z. B. in Tolgenden vier Verbindungen: 

cdf cfg 

cdg dfg 
der Fall ist. Hierin fehlt nicht nur das Element a^ sondern auch das Ele- 
ment h; die Verbindungen, die sie erzeugen, wurden daher nicht nur unter 
dem Elemente a, sondern auch unter dem Elemente b ausgeschieden. Der 
Fehler, der hiedurch begangen wurde, mufs entFcrnt werden, und dies ge- 
schieht dadurch, dafs wir die Zahl der Fälle, welche zu viel ausgeschieden 

(5 4 3V 
. 2 >\ ) ahziehen. 

Die Zahl der Fälle, worin die zwei Elemente a und b fehlen, ergiebt 
sich, wenn man bestimmt, wie oft vier Elemente sich zu dreien verbinden 
und dann diese zweimal unter einander in Verbindung treten. Dies ist 

/ 4.3.2 \ 4.3.2 _ / 4.2.3 Y 
M. 2. 3/ 1.2.3 "" M.2.3>' 

mal. Diese Zahl kann so oft vorkommen, als es sechs Elemente zu zweien 

giebt: also ist die gesuchte Anzahl, worin die fraglichen Elemente zu viel 

ausgeschieden wurden, 

6.5 / 4.3.2 y 
1.2'm.2.3>'* 

Wie nun die Ausscheidung eines Elementes die Ausscheidung zweier in sich 
schlofs, so schliefst auch die Aussonderung zweier Elemente die von dreien 
in sich; und in der That die Verbindung dfg wurde unter a, b, c ausge- 
schieden. Aehnliche Schlösse fahren zu folgender Bestimmung: 

6.5.4 / 3.2.1 Y 
1.2.3 M. 2.3/ 

Durch dieses Ausscheiden erhalten wir für die Bestimmung der gesuchten FAUe 

A ^'4.3 r6.5 / 4.3.2 Y 6.5.4 3.2.1 j 
1 1.2.3 Ll.2 \l.2.3/+1.2.3*1.2.3J 
_ ^ / 5.4.3 Y *'^ / 4.3.2 Y 6.5.4 f 3.2A \^ 
~" rM.2.3/ 1.2A1.2.3>' "^1.2.3 Vl.2.3/ 
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Die Zahl aber, worin kein Element fehlt, bestimmt sich durch folgende Reihe: 

M.2.3>' 1 'M.2.3/ + 1.2'm.2.3/ i.2.3'M.2.3/ ' 

und die Wahrscheinlichkeit, dafs nach zwei Ziehungen die sechs Kngeln er- 
schienen sind, die wir mit W bezeichnen wollen, ist 

/ 6.5.4 Y ^ /^ 5-4.3 Y 6.5 / 4.3.2 Y 6.5.4 / 3.2J Y 
M.2.3>' 1 ■m.2.3/"''1.2 'm.2.3/ 1 .2.3'v|.2.3/ 



fr = 



6.5.4V 



/ 6.5.4 Y 

^1.2.3/ 

- 1 -.ß / 5.4.3 Y 6.5 / 4.3.2 Y, 6.5.4 / 3.2.i Y 
."" ^ ^•V6.5.4>' 1.2 V6.5.4/"*'l.2.3 V6.5.4/ 

Hieraus erkennt man leicht das allgemeine Gesetz, welches der Bestimmung 
der Wahrscheinlichkeit des fraglichen Falles zn Grunde liegt. Die Wahr- 
scheinlichkeit ist gleich einem Bruche, dessen Zähler aus einer Reihe von 
Gliedern, die mit abwechselnden Zeichen versehen sind, besteht^ und die der 
Reihe nach die Zahlenausdrflcke der fallenden Verbindungen aus der Gesammt- 
Anzabl der Kugeln zu so vielen Elementen sind, als die Zahl der bei 
jeder Ziehung gezogenen Kugeln angiebt, erhoben in die so vielte Potenz, 
als Ziehungen vorgenommen werden. Diese Glieder sind mit den Vorzahlen 
des Binomiums verbunden, welche entstehen, wenn (1 + 1) in die so vielte 
Potenz erhoben wird, als Kugeln in der Urne enthalten sind. Die Reihe 
bricht ab, wenn ein Glied in übergeht. Der Nenner des Bruches aber ist 
das erste Glied dieser Reihe. 

Hiernach bestimmt sich die Wahrscheinlichkeif für die am Anfange 
aufgestellte Frage durch folgende Gleichung: 

217 W- rr <*-*^--(*-P+<) Y ^ f i^-W - 2)....(f-p) Y <5-l) / »-2)(i-3)....Cj-p ^l)Y 
^^i.ff^^y^ 1.2....3p y IV 1.2.,..p J^ l \ 1.2,...p / 

■**'^ ^ 1.2....CJ-P) V 1.2....P / J* 1.2....P / ' 

oder auch bei anderer Darstellung, da sich die Facultftt (1 .2.3....p)' aus- 
scheidet 
91fi W - /^ *(*-*)""(*-P+*) Y / («-<)(»-2)--(«-p) Y I <»-«) /- (<-2X*-3)....(»-p-l) Y 

, ^y-, «(*-l)— (p+1) / p(p-l)..»3.2.1 Y 

""^ ' i.2....(«-p) V »(#-i)....(»-p+iy ' 

und darcb Zeichen, welche das Bildangsgesetz deutlicher darstellen. 

Die Gleichung Kfst sich auch so darstellen, dafs man bei der Darstellong 
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der Facultätcn in den Zählern vom niedrigsten Factor ausgeht, und sie dann 
als steigende Faculttten darstellt. Dies fuhrt zu folgendem: 

1d dieser Gestalt erscheinen die Zahler als der sie positive Unterschied der 
Facultfit {{—p+iyy^ Deswegen ziehen wir aus dieser Darstellung folgende 
sehr kurze: 

251. ^^^'((-P+yy. 

Diese Darstellung gewährt den YortbeiL dafs man die durch die Unterschiede 

gewonnenen Entwicklungen hierauf anwenden kann. Bei dieser Darstellung 

werden die p niedersten Glieder verschwinden, weil einer ihrer Factoren 

immer =0 werden wird. 

§: 51. 

Die Beantwortung der im vorhergehenden $. aufgestellten Frage fQhrt 
sur Beantwortung der nachstehenden. 

Ans einer Urne, die s verschiedene Kugeln enthält, wer- 
den in jeder Ziehung p Kugeln herausgenommen und wieder 
zurflckgeworfen. Wie grofs ist die Wahrscheinlichkeit, dafs 
nach X Ziehungen gerade q Kugeln (nicht mehr nicht weniger) 
herausgekommen sein werden? 

Um diese Frage leichter beantworten zu können ^ geben wir von fol« 
gendem speciellen Falle aus: Aus einer Urne, die 9 Kugeln enthält, wird 
zweimal gezogen, jedesmal werden 3 Kugeln herausgenommen, und nach 
der Ziehung zurückgeworfen. Wie grofs ist die Wahrscheinlichkeit, dafs 
gerade 6 Kugeln erschienen sind. 

Die Frage wird sich dadurch leicht beantworten, wenn man berflck- 
aichtigt, dafs sie mit der im vorhergehenden §. gegebenen vollkommen zu- 
aamroenfällt, wenn der Fall auf 6 bestimmte Elemente, statt aof 6 Elemente 
unter 9 beschränkt wäre. Die allgemeinere Frage vermehrt die Anzahl der 
gflnstigen Fälle, und zwar, wenn wir die schon im vorigen $. gegebene Be- 
stimmung voraussetzen, die dort gewonnene Anzahl so viel mal^ als Zu- 
sammenstellungen sechs verschiedener Elemente aus 9 gewonnen werden 

9 8 7 
können. Die Zahl dieser Zusammenstellungen ist . ' * . also ist die Anzahl 

aller, das Ereignifs begflnstigenden Fälle: 
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9, 8. 7 1/ 6. 5. 4 Y fi / 5.4.3 Y 6.5/ 4. 3. 2 y 6.b.4 / 3.2.i \y 
1.2.31m. 2. 3/ 1 M.2.3/ ■*"2.1M.2.3/ 1.2.3M.2.3/J ' 

die Wahrscheiniichlceit aber entsteht, wenn die günstigen Fälle durcb die 

Anzahl aller möglichen getheilt wird: 

9.&.7 r/^ 6.5.4 >^^ 6 /^ 5.4.3 ^^ 6.5/ 4. 3. 'i y 6.5.4 / 3.2.1 x1 
1.2. 3 Im. 2. 3/ TM.2.3>'"^1.2M.2.3/ 1.2.3M.2.3/J 



w = 



/ 9.8.7 y 
M.2.3>' 



Hieraus entnimmt sich nun leicht das allgemeine Biidungsgesetz, und es ist 
die Wahrscheinlichkeit, dafs in x Ziehungen gerade s—q Kugeln herausge- 
kommen sein werden: 

(i-y)(5-V-l) / (^-y-2X*-y-3)....(^-<y^p-l) y ] 

■^ 1.2 ^ <.*•!).. ..(5-pfl) / J' 

Die Reihe bricht ab, wenn ein Glied in übergeht. Wählen wir die Dar- 
stellung mittelst der Unterschiede, so gewinnen wir hieraus folgende sehr kurze: 

^^"^ 1.2.... -7 r?f^ 

Die Bichtigkeit dieser Schlüsse bestfttigt sich durch die Betrachtung 
einielner Falle Werden nSmlich aus einer Urne, welche 9 Kugeln enthält^ 
bei jeder Ziehung 3 Kugeln herausgenommen, und wieder zurückgeworfen, 
80 kann es sich ereignen, dafs 3, 4, 5, 6, 7, 8 oder 9 verschiedene Kugeln 
erscheinen. Die Wahrscheinlichkeit, dafs grade 3 verschiedene Kugeln er- 
scheinen, ist: 

9,8,7.6.5.4 / 3. 2 j y/ 9. 8. 7 y _ 84 
K2,3.4.5.6M.2.3/ 'Vi/i.S/ - 592T04 ' 

Die Wahrscheinlichkeil, dafs 4 erscheinen, ist: 

9.8.7.6.5 r/ 4. 3. 2 v^ ^1 / 9.8.7 y _ 7560 
1.2.3.4.5 LM. 2. 3/ ^J'Vl.2.3^ ~ ^55704' 

Die Wahrscheinlichkeil, dafs 5 erscheinen, ist: 

9.8.7.6 r/ 5>4.3 Y 5 / 4.3.2 y 5.41 / 9.8.7 y _ 86940 
1.2.3.4LM.2.3> T M .2.3/ ^" 1.2J 'M .2.3'' ~ 592704* 

Die Wahrscheinlichkeit, dafs 6 erscheinen, ist: 

9.8.7 r/ 6.5.4 y 6 / 5.4.3 y 6.5/ 4.3. 2 Y 6.5.4 1 / 9.8.7 y _ 246960 
I.2.3lVi.2.3/ 1 M. 2. 3/ "^1.2^1.2.3/ 1.2.3J •M.2.3>' ""592704* 

Die Wahrscheinlichkeit, dafs 7 erscheinen, ist: 

9.8r/ 7.6.5y 7 /6.5.4x3 7.6/5.4.3Y 7.6.5 /4.3.2y 6.7.5.4 1 /9.8.7 V _ 204120 

I.2LV1.2.3/ I M.2.3>''''12M.2.3/ 1.2.3 v 1.2.3/ "^ 1.2.3.4 j"Vl.2.3>' "" 592704* 



306 39. Oeitingeir, Uniersehiede der emfacheu FuncHoiun. 

Die Wabrscheinlicbkeit, dafs 8 erscheinen, ist: 

9 r/8.7.6V Q/7.6.5V , 1 /9.8.7y 45360 

TLvr:2:3>' -^^oisv' + "'J-vr2:3>' = 592704' 

Die Wahrscheinlichkeit, dars 9 erscheinen, ist:. 

rXS/ ^M.2.3/+'""J-M.2.3>' ~ 592704' 
Zfihlt man die Wahrscheinlichkeiten der einzelnen Fftlle zusammen, so erhSU 
man die Wahrscheinlichkeit^ dars entweder der eine oder der andere der ge- 
nannten Fftlle sich ereignen werde, und diese ist 

84 -f 7560 + 86940 + 246960 + 204120 -f 45360 + 1680 _ 592704 _ . 

592704 ~ 592704 "" 

Diese Wahrscheinlichkeit ist die Einheit: d. h. einer oder der andere der ge- 
nannten Falle mafs sich, wie natflriich, ereignen. 

§. 52. 

Die im vorhergehenden $. beantwortete Frage bildet den Uebergang 
cur Beantwortung folgender: 

Aus einer Urne, die 5 Kugeln enthalt, wird j;mai gesogen, 
ond bei jeder Ziehung werden p Kugeln herausgenommen und 
wieder zurückgeworfen. Wie grofs ist die Wahrscheinlichkeit, 
daTs wenigstens in Kugein herausgekommen sind? 

Zu bemerken ist, dafs die fragliche Zahl m der Kugeln zwischen p 
und s liegen mufs, und also m<is und fii>>p oder m=p sein mufs. Die 
Frage wird beantwortet sein, wenn man die Wahrscheinlichkeif bestimmt hat, 
dafs entweder m, oder m+1 ? oder m+2, . . . . oder s Kugeln heransgekom- 
men sind. Da immer die Beantwortung der Frage in der Zusammenaleiiiuig 
der einseinen Pfllle besteht, so hat man fflr die Wahrscheinlichkeit folgende 
Gleichung: 

254. W = 

r/ ft5-l)....»-p+l) Y ± / (f^<)(j^2)....c^--p) Y 1 

LV 1.2....P / 1 V 1.2..,.p y"^'"] 

, T/^ »-<X<-2)>--»-p) Y ^-V(*"gX^-3)....Cf-^p-i) Y -j 

■^'LV 1.2....P / 1 \ 1.2... .p /"^ J 

+T:rtv o::::^^; J — 1~\ iXTi ) +*"'J 

I <^-^)....(ll^^^l) ^/^w(al-l)....(al- p■^l) Y m/( w~l)....(m--p)Y "1 . /^ <t-l)....(t-p'^l) \» 
"^ 1.2....(*-m) LV 1.2....P / TV l,...p y"*J'V lX:^i J' 
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Diese Gleichung kann man auf folgende Weise durch Unterschiede darstellen: 

+ '" + ^ 1.2....*-« ^^ (ipI-»)' 

Vergleicht «an aber das zweite Glied der ersten Uorizontal-Reihe mit dem 
Anten der 2ten, das 3te Glied der Isten mit dem 2len der 2ten nnd dem 
ersten der 3ten u. s. f., so gewinnt man folgende Darstellung: 

<(«-i) ^ («-2)>l-' Y o «^«-l)A«-2)"-' Y, *(*-l)/(«-2y-^ Y 

1.2 V ?n ^ 1.2 ^ ip-' -^"^ TF"^ l'i' / 

aB.d- allgemein; 

«(!-<).. ..<«-r + l) f^ r r(r-l) I/C^ -Ort-K « 
1.2....r L* 1"^ 1.2 ■JV ifl' / 

und hieraus ergiebt sich, dtffs alle Glieder dieser schrfig liegenden Reihen, 
das erste GKed der (#— fi} + l)leu Reihe mit eingeschlossen, verschwinden. 
Die flbfigen Reihen sind nicht mehr vollständig. Um die Samme der übrig 
bleibenden Glieder tu finden, hat man nur nölhig, die Summe der Tehlenden 
von (1— l)*" abzuziehen. Beracksichtigt man nun, dafs 

(1--1) -1+x — r2- r:2 — ' 

u. i. w., 80 ziehen wir hieraus folgende Darstellung: 

256 W = r/^ *(*-*)— C^'-P+<) y K<-l)....m /(m~iXwt---2)....(m— p) \« 

LV 1.2....P / 1.2....Ct-m+l)V 1.2,...p / 

fit~l <(5— l)....(m>-l) / (m— 2Xw— 3).,..(m— p — 1)Y 
"*" 1 1.2....('«-w+2) V 1.2 ...p / 

(m— IXw— 2) 5(<—i >....(?/!— 2) / (iii— 3X»>-4)....(OT~-p— 2) y 
1.2 1.2....(f-m+3) V 1.2....P / 

+ IV 1.2 ...p v'' 

Orelle'a Jonrnal d. M. Bd. Xni. Hft.4. 41 
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oder 

257 W = I f(^— 1>...m / (m— 1Xtw-2)....(jii- p) y 

1.2..,.(*— ifi+l)x «(*~0— (*—p+0 -^ 

"^ 1 M.2....(«— m+2) V *(«-!)....(t~p+i) / 
(m— lX»»-2) jrj~ l)....(m— 2) /Cfft --3Xm4-4),. . .(m-->p — <)Y 
1 .2 1.2....Ct--m+3) V 5(5-l)....(#~p+l) ^/ ' 

Die Reihe bricht ab, wenn em Glied in Obergebt. 

§53 

Hierher gehört endlich auch die Beantworlung der Frage: 

Aus einer Urne, die 5 Kugeln enthftit, wird armal gezogen, 
und bei jeder Zietiung werden p Kugeln herausgenoamien und 
dann zurückgeworfen. Wie grofs ist die Wahrscheinlichkeit, 
dafs höchstens »Kugeln erschienen sind. 

Auch hier rAlit die Gröfse der Zahl m zwischen s und p. Die Frage 
wird unmittelbar aus dem vorhergehenden $. dadurch beantwortet, dafs man 
die dort gefundene Wahrscheinlichkeit von 1 abzieht; denn die beiden Fragen 
erginzen einander zur Gewifsheit Man hat daher zur Beantwortung dieser 
Frage aus der Gleichung (256.) folgende: 

^ 1.2....j-m (sP^-'y ' 

oder aus (257 ) 

259. W=^ 

•(f-i). .> 4n / (ai-iX<»^2)"(»»-p;/ Y m-i 5(j-l)....(m - 1) / (m-2)(iii-3).,„(m-p) Y 
l.2..4i-«i+l)V j(f-l)-...C«-p^^l) / i' ' l.2....(jr-ifi+2) \ «(t-l)....(*-f+l) /"" 

wobei Jedoch zu berücksichtigen ist, dafs in dieser Darstellung m+I st^tt 
m zu setzen, und danach m zu bestimmen ist 

Die Frage beantwortet sich auch durch die Zusammenstellung aller 
Fälle, worin p, p+\^ p+2, . . . . n Kugeln erschienen sind. Diese Bemerkung 
führt zu folgender Darstellung: 
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L 1.2....(«-n) ^ 1.2....p >' 1 V i .2....p / 

'^1.2!...(s-n^1)v l.2....p / 1 \ ■l.2....p ;+•••• 

+ l.2....(«-n-f2)V 1.2....P / ~2A 1.2....p z"^'" 

f(i^<)....(ph2j / (p+i)p(p-i)--.3.2 Y p+£ /p(p -l)....3.2, iY 
1.2....(i+p4) \ 1.2....P / 1 V 1.2....P ^ 



i.2....(«-p) V 1.2....P J r\ I.2....P /; 



oder 



<*-l)....(p^-l) AP((-p+l)Pi')' 



+ 



i.2....(«-p) («P'-*j* 

§54. 

Wenden wir auf die in den vcfrhergebenden §$. gefandenen Be-r 
stimoinngen Aber die Wahrscheinlichkeit der vorgelegten Fälle die Resultate 
ans der Differenzen-Rechoung an, so können wir sehr kurze Darstellungen 
fflr sie erhalten. Stellen wir die Unterschiede durch Differensiale dar, so ist, 
wenn a' == 1 gesetzt wird, aus der obigen Gleichung 

Die so eben gewonnene Formel Fährt oft so sehr einfachen Darsleiinngen 
Ist nSmlich s=:px, so verschwinden die hohem Differenziale als das erste^ 
und es wird 

^|[(-p+iy'Ti = 1.2.3....t, 
und dann ist 

Ist aber < eine sehr grofse Zahl, so hat man aus dem, was oben gefun- 
den wnrde: 

263. log W= f(s jf' - X lofr (^1-') 

Legen wir aber bei Bestimmung der Wahrscheinlichkeit der Traglichen Fälle 
die entwickelte Darstellung aus No. 53. zu Grunde, so erhallen wir: 

41* 
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^ "■ * 1 V f / ' : 1.2" V <*-!) / 1.2.3 V f(f.l)(f-.2) y ^- 

Diese Reihe convergirl, wenn p^ t und x grofse Zahlen sind, siemlich stark. 
Sind aber 5 and p grofse Zahlen, so kann man ohne grofse Abweichong 
1— />— 1 =#— p; 9 -p—2=9—p n. s. w. in den ZShiern setzen, wenn man 
zugleich «—1 =«, «~2 = « n. s. w. in den Nennern setzt Denn der hiebei 
begangene Fehler wird sich ziemlich genau compensiren. Geschieht dies, so 
zieht man aas der vorstehenden Reihe folgende: 

»'='-f(-70+^-^[(^)7-'-^'T^'[(^)'r+" 

und diese Darstellung fsllt mit der des Binomiums 

[(»-(^')7 

zasammen. Demnach ist nahe genau, bei grofsen Zahlen: 

264. W=[\-(:--^)'l 

Diese deicbuag zeigt, wie die Wahrscheinlichkeiten der vorliegenden Fälle 
mit den einzelnen Elementen, woraus sie erzeugt wird, verglichen werden 
kOnlien. Die Gleichung selbst wird dazu dienen, ein Element aus dem andern 
m bestimmen. 

Berfleksiehtigt man, dafs die Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses 
immer durch einen echten Bruch dargestellt wird, und setzt man deswegen 

|f^r=; — , so dafs q>r ist, so hat man 

Aus dieser Gleichung kann man nun leicht die Anzahl der Ziehungen be- 
stimmen^ die nöthig ist. um mit irgend einem Grade von Wahrscheinlichkeit 
eine günstige Wette eingehen zu können. Es ist nimlich, wenn man x aua 
der vorliegenden Gleichung entwickelt, 

ji — log»^y-io6(/g— /y) 

logt — log(f— p) 
Wenden wir diese Gleichung auf das gewöhnliche LottospieJ an, welches 
90 Nummern enthSlt, wAhrend bei jeder Ziehung 5 Nummern gezogen wer- 
den, und setzen also s = 90, p = 5 und — =: ^, so ist die Zahl der Ziehungen, 
welche der Wahrscheinlichkeit | entspricht, dafs alle Nummern heraus ge- 
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kommen sein werden, 85,77. Man kann daher mit einigem Vortheile 1 gegen 
1 weiten, dafs in 86 Ziehungen alle Nummern des Lotto's erschienen sein 
werden. Bestimmt man die Anzahl der Ziehungen, welche einer Wahr- 
scheinlichkeit i entspricht, dars alle Nummern erschienen sind, so findet man, 

*r 

wenn —=^l gesetzt wird, x= 100,51, und man kann daher 3 gegen 1 mit 

einigem Vortheile wetten, dafs in 101 Ziehungen alle Nummern herausge- 
zogen sein werden. Dieses Resultat darf nicht überraschen, da die Wahr- 
scheinlichkeit, dafs nach 200 Ziehungen alle Nummern herausgekommen sind, 
:= 0,999 .. . ist, und die Zahl der Grade der Wahrscheinlichkeiten, die 
zwischen l und iVoif Ü^g^n . sehr grofs ist. Wird in dem Lottospieie, wo 
es öffentlich geduldet ist. monatlich einmal gezogen, so müssen 7 Jahre ver- 
laufen, bis mit einiger Wahrscheinlichkeit zu erwarten ist, dafs alle Nummern 
herausgekommen sein werden. Nach 9 Jahren wird solches mit grofser, nach 
20 Jahren mit einer ganz nahe an die Gewifsheit grenzenden Wahrscheinlich- 
keit geschehen sein. 

Wünscht man die Zahl der Kugeln zu bestimmen, die zusammen in 
jeder Ziehung herausgenommen werden müssen, um bei einer gegebenen An- 
zahl von Kugeln und Ziehungen irgend einen Grad von Wahrscheinlichkeit 
fiir das Erscheinen alter Kugein herbei zu führen, so setze man in vorstehender 
Gleichung y ^ s—p. Dann wird 

7 = [«-(f)T 

und hieraus findet man 



logy = |og.+^^^^--^^^-^'!^ 



X 

Wenden wir auch diese Gleichung auf das Lottospiel an, so wird « = 90. 

Nimmt mun nun ~ = | und a:=^50 an, so findet man /i=^ 11,45, und man 

mufs zwölf Nummern bei Jeder Ziehung heraus nehmen, um in 50 Ziehungen 
eine Wahrscheinlichkeit von | herbei zu führen, dafs alle Nummern ersckie- 
nen sind, oder um 3 gegen 1 wetten zu können, dafs in 50 Ziehungen alle 
Nummern vorgekommen sind. 

Anmerk. Euler und Laplace haben die vorliegende Aufgabe: jener 
Opusc. analyt. T. IL p. 337, dieser TMorie analj/t. des probt, p. 191 behandelt. 
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Ung^eaoblet diese Meister des Caleuls sie bearbeitet haben, glaubte doch der 
Verfassen sie aueh betrachten and seine Ansichten vorlegen zn dttrfen. Über die Dar- 
stellungsweise, die Laplace gebraucht hat, sehe man das angefahrte Werk nach. 
Die Gleichung (251.) ist auf die Darstellungsweise der Unterschiede gegründet« aber 
▼on der Laplace's verschieden. Dabei ist zu bemerken, dafs die Darstelinags- und 
EntwicklungEwcise durch Unterschiede, die Laplace gewählt hat, der Eigenthttm* 
lichkeit der Aufgabe weniger entspricht. Denn die weitem Folgerungen, die wir hier 
gezogen haben, lassen sich bei der Darstellungsweise dnrch Untorsehiede , wie aus 
dem Vorgetragenen selbst hervorgeht, nicht so leicht und bequem finden, und ftLhren 
aueh nicht auf so kurze und zweckmäfsige Gleichungen. Wie denn aucn Laplace 
die weitern Entwicklungen, die hier fjregeben sind, nicht g^eben hat 
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23. 

Fortsetzung des Vorigen. 



Aufstufungen der einfachen Fuunctionen. 



L Darstellung der positiven und negativen Aufstufungen der 
Functionen, wenn die Entwicklungsweise auf eine endliche 

Zunahme gegründet ist, 

§. 55. 

JxLao kann bei der Darsiellung der Aurblufungen der aus zwei oder meh- 
reren einfachen Fonclionen zusammengesetzten Functionen davon ausgehen, 
dafs man eine zusammengesetzte Function als ein Ganzes betrachtet, und 
sofort als eine einfache behandelt und entwickelt. Diese Art der Parsleüung 
fflhrt uns aber zu keinen neuen Resultaten, sondern besteht nur in der An- 
wendung schon bekannter Gesetze auf specielle Fälle. Wir stellen die Re-- 
sultate;, worauf diese Betrachtungsweise fOhrt, hier kurz zusammen, ohne sie 
weiter zu benutzen. 

Die Aufstufungen einer aus zwei und mehr Factoren zusammenge- 
setzten Function lassen sich nach (10.) auf folgende Weise vorstellen: 

j^X^r) - (t + ö)-Ay = xT.+ y^.-.K. .+ fA^y.,, 

265. {^nXYZ) = {\\-erXYZ 

u, s. w. 
Nach der Gleichung (19.): 

266./ * 1.2 

iQ-'xyz) = (.0+1)-"* 

h s. w. 
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Noch der Gloiebung («M).): 

II. ^. w. 
Nach (»2.): 

V. ; -(ATZ) {. p^-^-VJTKZ^+'^^J^^ 



aH8. 



II. «. w. 



Du uns .'ih«»r diosi» l)nr»lt>lliin2{Hweiso nichts Neues und Brauchbares 
bietet« M suchon wir eine nnderti huT Zu dem Ende gehen wir von lier 
Urundidfo dor AulülurunKou aus. Sie ist 

M> - am.tAuY,. 

ZMhIiMi wir aur dur rechten Soite dos Gleichheitsieichens die Function X^ Kq 
•u und aiK iH) bleibt der NVerlh der Gleichung unverändert, und wir erhalten 

iX\ - A i ) i + A\ 1' , — A', 1 ,. 4- A\, Ku . 
Ilierdnreh halben wir den Vorlheil gewonnen, dafs wir die Glieder auf der 
rt^ehlen Seite beliebig ausattimen stellen« um kuriere Darstellungen gewinoen 
tu können. Ordnen wir sie so« wie die Glieder stehen: so wird 

;ai AaVm i,wi.va\-Xu 

wd hieraus« da >, • >«i ^)V und A, -A« -^A' ist« gewinnen wir fir die 
Damtellung der ersten Aufslufung 

»«», ;\\) - A.ru-^AT, 

Oninen wir sie aber auf folgende Art: 

;av A,,r^i;)^i\x^.T.)« 

*o wird« lUi ). ),, cs.vV,. und X— X ^^V^ isi^ 

270. ;a) A.^i -r.\i . 

/u^hleii wir aber .V.), tu und ak« so erAaiieti wir. wenn wir die 
Vei^aadeninge«« wie \orkin« mit den geeanalen Gteichuagt^ voraehaie« 

;a> \.v^.v>>,-a;i,-.v v. = i,.A,T.v. -x.i;-r,v 
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und hieraus 

271. cxY = CJL;,r.-A^,Aro. 

Ordnen wir anders und so: 
so erhalten wir 

272, :A'r= i>x,+a;,^i^, = A,,crn+Axr.. 

Würde man X^Y^ zu- und abzahlen, so würden zwei andere^ jedoch nur 
der Form nach von den vorstehenden verschiedene Darstellungen gewonnen 
werden. Die Gleichungen 270. und 272.. 269. und 271. sind nur der Form, 
nicht aber der Realität nach verschieden. 

Wir halten zuerst die letzte Gleichung als Vorschrifl Test. Sie ent- 
hält die Regel, wie die erste AuFstufung einer zur^ammengeselzten Function 
durch die einfachen Punclionen, Unterschied und Aufstufung derselben ge- 
funden werden kann. Die Regel ist folgende: 

Die erste Aufsiufung einer aus zwciFaolorcn bestehenden 
Function wird gefunden, wenn man den ersten Factor mit der 
Aufstufung des zweiten Factors vervielfacht, ferner den ünler- 
schied des ersten Factors mit dem zweiten Factor, dessen Stelien- 
zahl man um die Einheit erhöht bat, vervielfacht und beide Pro- 
ducte zusammenzählt. 

Dieses Geschäft läfst sich, wenn man die einfachen Functionen aus- 
scheidet, und die Geschäfte, welche auf sie bezogen iverden sollen, durch 
unten angehängte kleine Buchstaben bezeichnet, kurz, auf folgende Weise 
andeuten : 

273. sA:r = (?,+A,0,)Ar, 

vobei (iY =^ Fl gesetzt ist. Diese Gleichung führt leicht zur zweiten Auf- 
stufung, wenn mit ^ vervielfacht wird. 

Auf gleiche Weise erhält man die dritte Aufstufung, und es wird 
u. 8. w. Hieraus allgemein 

274. ^ a: r = ( c, + Ä, 0,,)"' X Y, 

oder in entwickelter Darstellung: 

275. l^XY = XTQ" 1-+ Y aX,,?"-' Y, + ?^i^ a* A"?'"-' r»+ • • • • + a- jc« r« . 

Crelle's Joqroal d. M Bd. Xni. Hft. 4. 42 
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Dieselbe Darstelbsf bitte man aacb bei alliBiliger Eolwickloiif der xweitee 
Aofft'afaBg aas den Gliedern der ersten erhalfen, denn 

§57. 

Nachdem wir die positiven Aofslufongen einer ans zwei Factoren be- 
stehenden Fanction gefunden haben, werden wir leicht im Stande sein, die 
Anfstofungen der ans drei nnd mehr Factoren bestehenden Functionen daran- 
stellen, wenn wir von zwei einfachen Functionen auf drei, von drei aof 
vier tt. s. w. Ohergehen. Setzen wir nämlich in (272.) statt der einfachen 
Function Y die zusammengesetzte YZ, so entsteht 

';(XYr) = a;,^( YZ)+A a;,(yZ). 

Wird ^{YZ) nach der Gleichuni; (272.) behandelt, so ist: 

^{YZ) = Y^Z + aY^,. 
Die Einfflhrung dieses Werthes giebi: 

CXYZ = X,Y,^+X,aY„Zi + ^X,YiZ,. 
Werden die Functionen ausgeschieden und die an ihnen vorsunehmenden 
Geschflfle durch Anhfingen kleiner Buchstaben angedeotet und deswegen dna 
Zeichen zu Hülfe genommen, so hat man 

276. ^XYZ = (£.+^ö,+Ä,0yö.)Jnrz. 

Diese Gleichung fOhrt leicht zur Darstellung der höheren Aufstufnngen. Wird 
nflmlich mit ^ vervielfacht, so entsteht 

^XYZ =. (^,+A,0.+^,0,0,)Sxrz 
= (^A^,0.+^A^:fXYz. 

Eben so findet man die dritte Anfstufung 

l^'XYZ = CC, + A,O,+ A^&^^0,yXYZ 
und nllgemein 

277. i;-xYZ = (c,+A,0,+ä,e^e,rxYz. 

Das nämliche Gesetz dehnt sich leicht auf eine Function aus, die aus vier 
und mehr Factoren besieht, und es ist allgemein für eine aus r einfachen 
Functionen besiehende Function: 
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wo die Beziehungen, die zwischen Zeichen und Functionen herrschen, 
durch 1^ 2, 3 . ... r angedeotet sind. 

§. 58. 

Legen wir die Gleichung (269.) zu Grunde und gehen von ihr aus 
und zu den hohem Aufstufungen ober, so werden wir andere Resultate er- 
halten. Wir scheiden zu dem Ende die einfachen Functionen aus, und deuten 
die Beziehungen der Geschäfte, die an ihnen ausgeführt werden sollen, durch 
angehängte hleine Buchstaben an. Dadurch wird 

Wird diese Gleichung mit ^ vervielfacht und dann die zusammengesetzte 
Function selbst wieder nach der hier gegebenen Vorschrift behandelt, ao 
entsteht : 

Eben so gewinnen wir für die dritte Aufstufung: 

und allgemein fOr die mte: 

279. i;"'XY = {eXj-^xT^^- 

Die entwickelte Darstellung ist folgende: 

280. 'Q'^XY 

=.X,^^''^Y,^!!I^aX^^,1;"-'Y,+ '!^^ 

Das nfimliche Resultat wOrde durch eine andere Anordnung der einfachen 
Functionen herbeigeführt werden. Jedoch könnte immer nur eine Verschie- 
denheit in der Form Statt Gnden. 

Sehr leicht lafst sich von einer Function, die aus zwei Factoren be- 
steht, auf Functionen, die aus drei und mehr bestehen, übergehen. Setzen 
wir nAmlich YZ statt Y, so wird aus (269): 

^XYZ = x,^(yz)-AX.rz. 

Wird ^YZ nach (269.) behandelt, so entsieht 

^XYZ = Xg Yj ^Zi — A i A Yy Zj, ~ ^Xii H, Zo . 
Werden die einfachen Functionen ausgeschieden, und die öfters gewählte Be- 
zeichnung eingeführt: so wird 

^XYZ = {0,0X-O,^^^A,)XYZ, 
Das Vervielfachen mit ^ und Anwenden der vorliegenden Vorschrift auf die 
gefundene Darstellung giebt: 
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Eben so die dritte 

und aligemein 

Das gefundene Gesetz dehnt sich leicht auf jede Anzahl von Functionen aus 
und CS ist 

Anmerkung. Bei allen den gefundenen Gleichungen isl zu be- 
merken, dafs sie noch immer in ihrer Allgemeinheit gelten^ wenn auch 
Stellenzahlen der Functionen um eine Gröfte vermehrt oder vermindert 
werden. 

§ 50. 

In den bisherigen Gleichungen wurden die AufstuFungen der zu- 
sammengesetzten Functionen, durch die Aulstufungen und die Unterschiede 
der einfnchen dargestellt. Keine Gleichung fahrte auf Aufstufungen allein. 
Man kann jedoch auch eine Darstellung finden, die nur auf den AufstQ- 
fungen der einfachen beruht. Sie hat das Merkwürdige, dafs sie nur für 
Functionen gilt, die aus einer ungeraden Anzahl von einfachen bestehen. 
Um dies zu zeigen^ belracbten wir die Aufstufungen der 3 und 4theiii- 
gen Functionen, und gehen auf die Grundidee der Aufstufungen sarflck. 
Es ist 

Zählt man auf der rechten Seite des Gleichheitszeichens die Ausdrücke 
Xi^YiZi^ X„y,)Z| in der angegebenen Ordnung zu und ab, so hat man 

i^JCYZ = Ai liZi 4 -X^, i,Z|---X(, i,Z| — Ao To^i~i"Anl^r»Z, 4* A(i *IiZt,. 
Die Darstellung ist dem Werlhe nach unverändert geblieben, und wir haben 

und hieraus, da -Yi + Ai =C-^o^ ^\+Yo = ^Yi^ Zi + Zit=^^Z^ isl, entsteht 

S(xrz) --= Cx,r,z.~A;,?roZ: + ?A,r,Zo. 

Sclieidet man die Function XYZ aus. und führt die Bezeichnungen ein, 
so ist 

282. ^XYZ = (^-^,e,H.0yO,)XYZ. 
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Vervielfacbl man mii ^i und behandeil den Ausdruck auf der rechten Seite 
nach der vorsiehenden Gleichung selbst, so hat man 

und allgemein 

283. trXYZ = (?,-C,0, + Lö,ö,r^l^Z. 
Eben so erbfill man für eine aus 5 Facioren bestehende Function: 
384. ^'^XYZUV - {^.-t.0.Hs(f.O^-^ß,0,e, + ^,U,(i,0.ej'XYZV^ 

n. 8. W.5 für alle Functionen, die aus einer ungeraden Anzahl einfacher 
Functionen bestehen. Diese Darstellungsweise aber läfst sich deswegen von 
einer ungeraden Anzahl Factoren gebrauchen, weil die Zahl der einge- 
schobenen Functionen gerade ist. 

Eine Ähnliche Darstellung ISfst sich auch ffir die Functionen finden, 
die aus einer geraden Anzahl einfacher Functionen bestehen, wobei jedoch 
XU bemerken ist, dafs in diesem Falle bei einer Function der Unterschied 
genommen werden roufs. 

Wfihlen wir zu dem Ende eine viertheilige Function, so ist ihre 
Aafstufuiig 

^^ZYZU) = X,Y,Z,U,+X^YoZ^U,. 

Wird auf der rechten Seile X^Y^Z^Ui^ X y» Z^ l/j , X^YoZuUi in der vor- 
stehenden Ordnung zu und ab gezählt, so ist 

Z{XYZU) = X,Y,Z,U,+X,Y,Z,U,^X,Y,Z,U,'-XoY,Z,U^+X,Y,Z,U, 

"t" J^ Y\iZ^ c/i — X\i luZyX/i-t- Ao Y^^Z^ t/ü 
= {X,^-X,)YrAU,^X^{Y, + Y,:)Z,U,+X^Y,,{Z,^^Z^)U, 

^X,Y,Z,{U,-^U,), 
and hieraus 

^{XYZU) =. 'CXYZ,U,'-X,^Y,Z,U,+X,XXZ:U,^XJ,Z,^U,, 
oder 

l;XYZU = {^s0,O.0u-^,0»0uH.0u-\)XYZU. 

Dies führt zu folgender allgemeinen Darstellung: 

285. t-XYZU = ^.0,..,«~wö..-+e,ö.-A.rJCrZt/. 

Diese Darstellung Ififst sich leicht auf jede Function , die aus einer geraden 
Anzahl Facioren besteht, ausdehnen. Sie führt den Unterschied der letzten 
Function mit sich, könnte jedoch bei einer andern Anordnung auch mit dem 
einer andern Function sich verbinden. 

OreUe's Journal d. M. Bd. XIU. Hft.i. 43 
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§ 60. 

Da diese Darstellungen sämmtlich aos der Grundidee der Aufslafungen 
für einfache Functionen abgeleitet wurden, so in&ssen auch von ihnen alle 
Folgerungen gelten, die von jenen gelten. Wir haben bei den AuFstufungen 
der einfachen Functionen gefunden, dafs im Allgemeinen die nämlichen Ge- 
aetse ffir die positiven Aufslufungen, vfie fflr die negativen gellen; demnach 
geilen auch die so eben gefundenen Gesetze nicht nur von den positiven^ 
sondern auch von den negativen Aufslufungen. Aus §. 56. ergeben sich 
alao die nachstehenden Gleichungen, und zwar aus (274.): 

286. ^"^XY = (C. + ^^e.r'^XT, 
oder bei anderer Stellung: 

u. s. ^., aus (278.): 

«07. ^ \\Ai,,../Lf 

Auch die §. 58. gefundenen Gleichungen gelten ffir negative Aufslufungen, 
und man gewinnt aus No. 279. : 

288 I ^""-^^ = (0,C,-O-^Zr, 

u. s. w. 

Auch die $. 59. aufgefundenen Gleichungen gelten fflr negative Anfstufungen. 
Stellen wir die entwickelten Darstellungen der negativen Aufslufungen fbr 
zweitheilige Functionen zusammen, so erhalten wir aus (286.)* 

289. h"\Xr) == Xor^ro^2AXoe-^7, + 3..*Xor'Y2 

\X'\Xr) = -Xo?"'yc~3/sX,C-*7,4 6A^X,r^T^ 

. u. s. w. 
Diese Gleichungen gelten für jede zusammengesetzte Function, ^ie 
aucli die Stellenzahlen der zusammengesetzten Function beschaffen sein mögen. 
Erhöhen wir sie daher um p^ so erhalten wir: 

t;-'x^y,^ x^K-'r,- Ä.A,c-'r,+,+ A'x,';-»r,^,-.... 

u. s. w. 
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Aus (288.) über erhalten wir folgende Darstellangen : 

l?-^jcr::= A:_,C-»y„+2AX_,r-'i;,+3A»x_.c-«r„4-- 

-.1. \^-i^v :-■ A'_3^»^,.4-3AÄ_,^«r„^-6A'A_,?-*r„+.... 
W'e^dcn die Stellenzahlen iu p erhöht, so wird 

292. ?-'A„Y„ = X,_,C-*>;+2aX,.,C-»r,+3A»A, ,C-* *;+•••• 

u. s. w. 

§r. 61. 
Eine andere, sehr einfache Methode, die Aufslufungen der zusammen- 
gesetzten Functionen zu gewinnen, ergiebt sich durch die Darstellnng mittels 
der Unterschiede. Gehen wir von der Grundidee der Aufstofongen aus, so 
ist die erste Aufstufung eiuer zweitheiligen Function: 

C-x^y = x, r,LATr=(A+AjC)(y+Ay)+Ar. 

Die in Klammern eingeschlossenen Ausdrucke lassen sich so darstellen: 

wo A^y Ay wie oben, die Beziehung der Zunahme auf ihre ursprfingliche 
Function bezeichnen. Die Einführung dieser Darstellungen erzeugt die 
Gleichung 

293. p:r=(i+A,)(i+A,)Ar+AT-[(i+0(i+^)+i]^J'. 

Wird diese Gleichung durch ^ vervielfacht, so entsteht 

C^AT= [(i+0(i+V+i]$xr. 

Wird hierin piT nach (393.) behandelt, so hat man 

^XY = [(l+z^,)(l+A,)+l][(l+0(l+M + l]Jfy 

Eben so gewinnt man fflr die dritte Aufstufung 

Dieser Entwicklungsgang bleibt unverändert derselbe, und es ist allgemein: 

294. l^^XY = [(l+A^)(l+Aj + l]'"Ar. 

Die Schlflsse, die von zweitheiligen Functionen gemacht wurden, lassen sich 

.leicht auf dreitheilige ausdehnen. Es ist 

IXYZ ^ X,Y,Zy + X^Y^Z^, 
Dt nuA 

43* 
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Z, = Z + aZ = (H-A.)Z 
gesetzt werden kann, so isl 

- [(1+0(1+A,)(1+A.)4-1]-XTZ. 
Wendet man die gleiche Ableitungs-Methode wie vorhin an, so findet man 
allgemein : 

u. s. w. fAr eine Function, die aus r einfachen Functionen zusammenge- 
setzt ist: 

295. ^•(A'iJir,....Jf,) = [(l+A,)(l+A,)---(l+M+l]-XjJGX,....X. 

IL DarstelloDg der positiven und negativen AufstuAmgen der 
zusammengesetzten Functionen, mit Hülfe der Differenziale. 

§.62. 

Wie die Aufstufongen der einfachen Functionen, so auch lassen sich 
die der zusammengesetzten Differenziale darstellen. Der Taylorsche Lehrsati 
giebt hierzu die bekannten Reihen: 

x+^x = A+-j-v^+| 2.(aa-y+ i.2.3.(a:r)' +■••• 

= (l+Äa?)A' = e^~X, 

= {\+^y)X= e^" Y, 



• « • • 



= (1 + A»)Z = c~^Z, 

isL Legen wir nun die im vorhergehenden $. gewonnenen Gleichungen zn 
Grunde, so gewinnen wir ans der Gleichung (293.)? durch EinfQhniTig der 



wenn 
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BchiokUcben Wertbe.« für die DarsteUung der ersten Aufstofung einer zwei- 
theiligen Function durch Differenziale: 

296. l;XY = Ki^^.e^^-ri^XY = U ^^ ^ +1 'XY. 
Die zweite Aufstnfung wird durch Vervieirachen mit ^ gefunden, und es ist 

/ ^^-^ ^y ^ Y 
= \^.e ^^~ ^■V XY. 
FOr die dritte AufatuFung erhalten wir 

und allgemein fOr die mte Aufstafong einer zweitfaelligen Function : 

297. C'-JVY = (^"■3^.e"3r+i; XY. 
Der Übergang von einer zweitheiligen Function zu einer dreiibeiligen ist 
leicht, Aus $. 61. erbalten wir 

, e"^^. c"^. e~^+i )XYZ, 

und 

/ ^-^ ^*f.d ^z.(^ X 

g-JtJrZ er \e^^.i'^'^".e'^'-]'l)xYZ; 
f&r eine viertbeilige ist 

u. 8. w. Die vorstehenden Darstellungen lassen sehr leicht den Schlufs auf 
Functionen zu, die eine beliebige Zahl von Factoren haben. 

S. 63. 
Die im vorhergehenden §. gegebenen Forxneln für die Darstellung 
der verschiedenen Aufstuf ungen mittelst der Differenziale gelten nicht nur 
fDr ein positives, sondern aqch fOr ein negatives m, und sind allgemein. 
Ihre Darstellung ist jedoch nur formell. Um auch brauchbare Daratelluniren 
fOr negative Aufstufungen, ins besondere zum Behufe weiterer Entwicklungen, 
zu gewinnen, suchen wir auf einem andern Wege entwickelte Reihen, be- 
trachten aber nur die Entwicklungen zweitheiliger Functionen, und legen zu 
dem Ende folgende ans (275 ) entlehnte allgemeine Reibe zu Grunde: 

worin die negativen Aufstufungen einer zusammengesetzten Function auT die 
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negativeu Aufstufongen nnd positiven unterschiede der einfachen Fundionen 
sarAckgerährt sind. Die negativen Aufstufangen behalten wir bei. Die po- 
sitiven Unterschiede stellen wir aber mittels der Gleichungen des $. 42. dar, 
und wählen zu dem Ende statt der Gleichung (212.), der KOrze wegen, 
folgende Darstellung: 

A ^-l.^.ö,...mC, ,.2....m(dxF'*' ' 1.2;...(m+l)(ax)- 



4«+i 



DiM fflhrt zu folgender Darolelluiig: 

298. C-'-X, r, = ^-" Yp A„ 

+ 1.2 ^ V4' •'*• 1 .2.(dx)' +' •'*• T2Xr:d^"'' -^ ^ • -* • i.2.3.4.(d«? + •"•] 

~ 1.2.3 ^ ''+a'***1.2.3.(öx)''^***'T2:3:4:(äIr 

+ ''^'^iX3:i:5<d^+"*J 

"•■ 1.2.3.4 ^ "-»»L** ^-^ 1.2.8.4.(d»)*' ''*■'* '^•*- 1.2....6.(a«)» 

Dieue Gleiohang ist nach den negativen Aoralu fangen der FoncUon Y^ geordnet 
Ordnen wir sie nach den DifTerenEialen der Function X^, so erhalten wir 

299. C""X,r, 

(Ax)\d*Xp r p, m ^^,^1 y ,40 i^ |»»C5+1) 5--m-2 V 1 

+ "ri3:(ÄryL""^^T' Vi+i-*-^— 572— ^ v^ 

1 o Q r*i ^C^+l)(a»H-2) )>„,,^ y 1 
(ArVa*Ap r f^mj^^^^^Y j i o ri2??0n+l) >--,«-2 v 

1 o <l /^j m(m+l)(w+2) ^_fft_jy I i o Q ^ ^^ fft....( m -t-3) ^,^^y T 

—I .^.o.u^ — 1 2.3 ' ^p-fri i ^ .«-o.^.t^i — rr2i374 — ' i^+*J^ 
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Man erkennt leicht, dafs die in Klammern eingeschlossenen AusdrQcke der Reibe 

nach mit abwechselnden Zeichen, mit -r-, . » , -^^^^ — ' ^ > - - •> mit 

den Facultäten 1, 1.2^ 1.2.3, 1.2.3.4^... und mit C verbunden sind. 

Die unteren Zahlen von C fallen, die obern steigen. Die Summen dieser Zahlen 
flbertreffen die Exponenten des DifTerenzials um die Einheit. Das allgemeine 
Gesetz liegt in folgender Reihe: 

(-) l.-^....f 0, j-^TT-j: ^ '^^^O- 

Ans dieser allgemeinen Bildungsweise (299.) leiten sich leicht folgende 
specielfe Fälle ab. Wird m = 1 gesetzt, so ist 

300. r'j.y. 

Wird 111 = 2 gesetst, so entsteht 
C* -Xp Ij, 

§. 64. 
Legen wir die aus (288.) enlnommene Gleichnng 

zu Grunde, und stellen die Unterschiede durch Differenziale dar, während 
wir die negativen AufstuTungen der andern Function beibehalten, so erhalten 
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wir folgende Darstellung: 

301. ^''•jr.r, 

+«W M l.ax ^ 1.2.(Öx)* ^ 1.2. 3. (öx)' ^ J 
-r i,2 '» 'pL*-*- 1.2.(öaT)* "^'•*- f,2.3.(öx)» 

+ ''^-"T.2.3.4.(öxr +••••] 
"*" 1.2.3 ^ ipj^i.Ä.o. I -2 3(^3.). -t-i«.o. 4 2.3.4. Ca«)* 

+ ^'***- 1.2.3.4.5.(ax)»+*'J 
■^ 1.2.3.4 ^ ipj^i.-e.ö.*. j 2.3.4. (ai)'"^" 1.2....5.cax)' 

^ 1.2....6.(ax)» ^ J 

U. 8. W. 

Diese Reihe ist keiner Umformang, wie die Gleichung (298.), fihig, 
weil die Stellenzahlen der Functionen, weiche mit den Differensialen ver- 
banden sind, nicht unter einander harmoniren. 

Die in diesem $. mitgetheilten Reiben sind ihrer Natur nach unend- 
lich; sie brechen ab, wenn die Differenziaie der Functionen, die in der Dar- 
stellung vorliommen, in übergehen. 
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24. 

Fortsetzung des Vorigen. 



Unterschiede und Abstufungen der zusammen- 
gesetzten Functionen. 



L Darstellung der positiven und negativen Unterschiede der 
zusammengesetzten Functionen , wenn die Fntwicklungsweise 
auf eine endliche Zunahme gegründet ist. 

§65. 

JxLan kann bei der Darstellung der Unterschiede sosammengeselster Func- 
tionen die Fonction selbst als ein Ganzes oder Einfaches betrachten und sie 
nach den Vorschriften, welche von den Unterschieden der einfachen Func- 
tionen gelten ) bebandeln. Diese Art der Darstellung fahrt bu keinem neuen 
Resultate, und besteht nur in der Anwendung schon bekannter Gleichungen 
auf specielle Ftlle; deswegen benutzen wir sie nicht weiter. 

Eine andere Methode der Entwicklung ist: die Darstellung der Un* 
terschiede zusammengesetzter Functionen auf die der einfachen, woraus sie 
bestehen, zurflckzuffihren. Wir theilen hier folgende Methoden mit, und ver- 
weisen wegen der flbrigen auf die sechste Abhandlung unseres Differenzial* 
Calculs, wo noch mehrere Methoden angegeben sind. 

Auch hier gehen wir von der Grundidee des Unterschiedbildens der 
einfachen Function aus, entwickeln aus ihr den Unterschied einer aus zwei 
Factoren beatebenden Function und geben von diesem zu dem der drei- und 
vier- etc. theiligen aber. Es ist aus (133.): 

A(xr) = X|-x,-xr= (x+Ajio(r+ aiv ^y. 

Stellen wir nun X-\-aX und Y+aY so dar, dafs wii die einfachen Func- 
tionen ausscheiden, so wird X+aA := (1-f a^)A und Y+aY = (1 + A,)r. 
Fahren wir diese Darstellung in obige ein, so entsteht: 

a(XY) = (1 + a,)(1+aJXY^XY. 
Dies fahrt zu folgender Darstellung fQr den ersten Unterschied einer aus 

CraUe's Jooroal d. M. Bd. XIII. HfL 4. 44 
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2wei Factoren bestehenden Fonction: 

302. äiXY) = [(1 + O (1 + A,) ~1] XT. 
^'ird diese Gleickung mit a vervielfacht, so entsteht 

A^xr = [(1 + A,) (1 + A,) ^1] A xr. 

Wird hierin aXT selbst wieder nach (302.) behandelt, so entsteht 

A'xr = [(i+A,)(i+A,)-i]'jnr. 

Eben so gewinnen wir 

A'xy= [(i + A,)(i + A,)-i]^xr, 

und hieraus allgemein 

303. A^xr = [(1 + A,) (1 + A,) -]-xr. 

Der Übergang auf die Unterschiede dreitheiliger Functionen ist leicht. Es 
ist nach (133.): 

oder, wenn die Bezeichnung (X+a-X) = (1 + O-S^, T+aT = (I+a^)?, 
Z+iiZ=^{i +6^)Z eingeführt und die Functionen ausgeschieden werden, 

A{XYZ) = [(l + A,)(l + A,)(l + A,)~l]XirZ. 
Die weitern Ableitungen führen xu folgender Darstellung: 

A-(XYZ) = [(1 + A.)(1+A,)(1 + A,)-.1]-XYZ, 

und hierans allgemein, für eine aus r einfachen Functionen nsammengesetzte 
Function, 

304. A'"JCi-X,....JK, = [(l+A0(l+A,)..--(l + M-l]"'^i-X2....-X'r. 

8. 66. 
Eine zweite Ableitungsweise der Untersdiiede susammengesetster 
Functionen gewinnen wir aus der Gleichung 

A(Xr) = X,Y,^XoTo 
dadurch, dafs wir XoY, auf der rechten Seite zu- und abzthlen, wodurch 
der Werth der Gleichung nicht gestört wird. Hierdurch entsteht: 

A{XY):=.X,Y,+X,Y, + X^Y,^X^Y,^{X,-^X,)Y, + X^{Y,-^Y,). 
Da nun Yj — yii^Ay^ und Xi — Xq^^^Xo ist, erhalten wir hieraus, bei um-» 
gekehrter Ordnung, 

305. A{XY) = X^aY+aX.Y,. 
Bezeichnen wir hierin Yi durch 6Y, scheiden die Functionen ans, und be-- 
halten die Beziehungen zwischen ihnen und ihren Geschäften bei, so wird 
hieraus 

Diese Gieicbong fflbrl leicht sa der Darstellang der höhern Unterschiede. 
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YerYielfachen wir mit ä^ so ist: 

also 

eben so 

und allgemein 

306. A-^xr = (Ay+A,0,rxr. 

Die entwickelte Darstelloog. wozu diese Gleichung fbhrt, ist 

307. A-xr == XA'"r+yAXA"-*r^+ "*^][*g*^ A»XA"-'^Ya+— 

+y^"*-'XAr,.,+A~x.r,. 

Wahlen wir eine andere Anordnung der einfachen Functionen, so ist 

308. A'^xr = (A,+Ay0,)xr. 

= rA-x+YArA''-^Xi+~^A»rA'*-'X3+.-.. 

und man erkennt, dafs bei den Unterschieden, eben so, wie bei den Auf- 
stufungen, die Anordnung der einfachen Functionen ganz der WillkAr aber- 
lassen ist. 

Auf gleiche Weise werden die Unterschiede einer dreltheiligen Function 
gefunden. Es ist nach (133.) 

aCXTZ) - X^T,Z,^XoYoZo^ 

Wird auf der rechten Seite des Gleichheitszeichens X^Y^Zi^ X^IJ^Z, ab- 

und zugezählt, so bleibt der Werth der Gleichung unverändert, und es ist 

/^(X.YZ) =5 XjTi^i — ICqYxZ'^^JLoYiZy — XoTo2f|-|-Xi|lj|J?i — X^Y^Z^ 

= (x,-j[;)X,z,+^(r,-i;,)z,+Xoi'„(Zi-z„). 

Da nun X,— X|, = aX, F, — TosaT, Z,— 2^=aZ ist, so erhalten wir 

oder, wenn man die Functionen aasscheidet und Zeichen einführt: 

&(XTZ) = (a. + A,ö. + A,e,d,)JfrZ. 
Das Yervieifacben mit a fährt zar Darstellong des iweiten Unterschiedes. 
Es ist 

A»(xrz)=(4.+A,e.+ A,0,0,)Aj:rz=(A.+4,0,+A,0,0.)'XTZ, " 

U S VT 

A'iXTZ) = (A. + A,0,+A.a,e,)-XTZ; 
hieraus allgemein, für den mten Unterschied einer aus r einfachen Functionen 
bestehenden Function: 

309. A-'XiXt... X, « (A,+ 4,_i0,+.... + A,6t0j....0,)-XiA,....X,. 

44» 
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S.67. 

Die in den beiden vorbergebeoden §$. gefondenen Bildungsweisen 
gelten zuerst zwar för positive Unterscbiede ; sie sind aber nicbt desto 
weniger allgemein , und gelten auob für negative. Dies zengt sieb leicht 
ans folgendem. 

Yervielfacben wir die Gleichung (302.) mit ^'\ so ist 

und hieraus, wenn mit dem in Klammern eingeschlossenen Ausdrucke ge-> 
messen wird: 

310. .-(AT) = ^^ + ^)(i!^^)_^ - [(i+o(i+.,)-ir'xr. 

Eben so erhalten wir aus (303.) 9 wenn wir mit a'** vervielfachen, und be- 
rficksichtigen, dafs a^a""* = a^ = 1 ist, 

XY = [(1+A,)(1+A,)-1]-A*-(X10; 
also 

311. ä-'iXY) = f^^^^)(f^,^)_^j, = [(l+0(H-^)-l]-J^y. 

Auf gleiche Weise gewinnt man auch ganz allgemein 

312. A— (X,X,...,A,) = [(l + A,)(l + AO....(l+^)-l]-^-X,JKi....X,. 
Gehen wir von der Gleicbong (305.) ans und vervielfachen mit a*\ so wird 

XY = (A,+ A,0,)A-^Xr, 

und hieraus, wenn mit dem eingeklammerten Ausdrucke gemessen wird, 
Eben so für den mten negativen Unteraehied: 

3ia A— (Air) = (4,+A,ö,)— Ar, 

oder, bei entwickelter Darstellang, 

314. A— (Ar) = Aa— r— j-aAa— • r,+ *^*2^^ A'AA-— * r,- 

Diese Gleichnnf fohrt auf eine anendUohe Reibe. 
Ans (309.) erbalten wir auf diesem Wege 
315. A— (A,A,....A,) = (A,+A'^»e, + -"-+A,e,6i....ö,)A,AiA,....A,. 
Wir geben einige enlwiekelte speoielle Falle der negatiren Unterschiede 
iweitbeiliger Functionen. Ans (314.) erhalten wir: 

A-'Ar = AA-'r- AA.A-«r,+ A»AA-»rj- A»AA-*r,+ 
, A-» Ar « aa-» r-2AA. A-» r. + 3a» aa-* r,- 4a» Aa-» r,+ -. 

316. (A-»Ar « AA-»r~3AA.A'-*i;+ 6A»AA-*n-10A*AA-«F,+.... 

A-»Ar « AA-*r-4AA.A-»r,+iOA*AA-«r,-20A»A4-'r,-|..... 



• ••• 



• • • • 



• • •• 



• 
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Q. 8. w. Berflcksicbligt man, dnts die Stellenzablen dieser entwickelten Dar- 
stellungen, nnbeschadet ihre GfiUigkeit, nm gleichviel erhöht oder erniedrigt 
werden können, so hat man auch 

^-'X,Y, = X,^-'Y,^ Aji;.A-'n+,+ a'J^.a-'F,^..^ ^'X,.a-*Y^,+-- 

^''x,Y, = -y,A-*y,-4AA^.A-%+,+iOA^x,.A-**y^,«20A*jc,.A-'i;^^^ 

u. s. w. 

Wegen anderer Methoden nnd wegen entwickelter Darstellung der 
Unterschiede specietler Fälle von Functionen verweisen wir auf unsem 
DiSerenzial- und DiSerenzen-CaIcul, 6te Abhandlung. 

§.68. 
Eine andere Darstellung der Unterschiede der zusammengesetzten 
Functionen gewinnen wir durch die AuFslufungen der einfachen. Gehen wir 
von der Gleichung 

ä{XY) = X,Y,^XoYo 
aus, und zählen XoYi zu und ab, so wird der Werth. der Gleichung nicht 
geändert, und wir erhalten 

ä(XY)^X,Y, + XoY,--XoY,-^XoYo^{X^+Xo)Y,-^X^(Y, + Yo). 
Da nun Xx+Xo=^^Xo und Yi+Yq^^^Yq ist, so entsteht 

^{XY) = c^.y.-AoSy., 

oder, wenn die Functionen ausgeschieden werden, 

318. ä{XY) = (S,e,-j,)-Yy. 

Vervielfacht man mit a, so entsteht 

A'XY^{^e,^^,U{XY) = (?.Ö,-J,)(?.Ö,-g JTK 
und hieraus, durch Vereinigung, 

A^XY = (C,0,-g^-xy. 

Eben so erhält man für den dritten Unterschied 

^'XY = (C,0,--S,/-Yy, 
nnd hieraus allgemein 

319. A-Ay = (C,0y-?,rxy. 

Die entwickelte Darstellung dieser Gleichung ist 

320. ä^XY^^X.Y^~t'^'X.^Y^,'\'^^^^^ 

Diese Darstellungsweise hat das EigenthOmliche , dafs sie nur von Func- 
tionen gilt, die aus einer geraden Anzahl von Factoren bestehen. Ist da- 
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her r eine gerade Zahl, so hat man 

Ist r aber eine ungerade Zahl, so gilt folgende Gleichung: 

Auffallend ist die Übereinstimmung, welche zwischen den Gleichungen dieses 
$. und denen des §. 59. herrscht. 

Alle diese Darstellungen gelten auch von den negatiTen Unterschieden 
Wird nemlich (318.) mit a~ ^ vervielfacht, so entsteht 

also 

und hieraus 

Die entwickelte Gleichung für diese Darstellung ist 

323. ä'-XY = ^- j:;,. Y^+^i;---^Xo.i;r^rn^,+'^^^^ 

Aus (321.) gewinnen wir folgende Darstellung für eine gerade Factoren- 
Anzahl: 

Aus (322.) aber, fOr eine ungerade Factoren-Anzahl, folgende: 

Die Gleichung (333.) erzeugt folgende specielle Fälle: 

326. ( A-^XY = c-'A". y_,+2C-* jr.?y_,+ 3C-*x.r y-»+ 
A-'xr = c-'-x.y_,+3^-*j!:.sy-*+6^»A-.rr_8+ 

a. s. w. Erhöhen wir bierin die Stellenzahlen um p, so ist 

A-%y, = c-'j;.y^i+ c-'A,.cy,_,+ z-'x,.^y^,+ 

327 j^^'^p^p ^ b 'Xp.y^_24-2^ -Xp.^Fp.3+3fc A'p."yj,_4+ 

• A-%y, = ^'A,.y^,+3^*j;.?y^,+6$-*j;.ryp-5+ 



• • • • 



• • • 



• • • • 



• • • • 



u. s. w. 
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n. Darstellung der Unterschiede zusammengesetzter Functionen^ 

mit Hülfe der Differenziale. 

%. 69. 
um die Unterschiede der lusamnieDgegetsteii Punctionen durch Dif* 
ferenziale zu gewinnen, gehen wir^ wie früher, Ton der hekannten Tay« 
lorschen Reihe aas. Nach ihr ist nämlich 

Wird hierin die Fnnction Y statt X gesetzt, so wird an dem Gesetze, welches 
dieser Darstelinng unterliegt, nichts, sondern nur an der Form geändert, 
und es ist 

Ayd 

Eben so 

u. s. w. Nach diesen Vorbereitungen wird es nun leicht sein, die Dar- 
stellung der Unterschiede der zusammengesetzten Functionen durch Dif- 
ferenziale zu geben. Es ist nämlich nach der Grundgleichung (133.) des 
Unterschiednehmens: 

A(Xy) = Xilj— Ay^o- 

Werden nun hierin die vorstehenden Werlhe eingeführt, so erhalten wir: 

228. A [XY) ^e^'X. e"^r- XY = Ve"^. e^-VXY. 
Wird diese Gleichung mit a vervielfacht, so erhalten wir 

^ ^x,d Ay.5 ^ ^Ax,d Ay.3 ^^ Aje.g Ay.g ^ 

i,^XY=^\e^.i^^VL{XY)^\^.i^--~V\^ 

Eben so 

A^XY =. \i^.e^-iJXY 
u^ s. w., und hieraus allgemein 

e'^.c^-i) XY. 



329. 



A 
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Auf dieselbe Weise, wie der Unterschied einer sweithelligen Ponction durch 
Differensiale dargestellt wurde, wird auch der einer dreithelligen gewoimen. 
Es ist 

oder, wenn die Differenziale eingeführt und die Functionen ausgescUaden 
werden, 

/ ^5'^ ^9'^ ^'^ \ 

^{XYZ) = Ke'^.e^.e^^iJXYZ. 
Der nSmiiche Gang, der auui mten Unterschiede einer aweilheiligen Pimetion 
führte, führt sunt mten einer dreitheiligen und es wird: 

. Ax^ ^pd ^*jd >Jn 

330, A- XYZ) = \a"^.e"^".e"^-l) XYZ. 
Eben so für den mten Unterschied einer Function, die aus jeder beliebigen 
Anzahl Pactoren besteht: 

331. A'"(XrZ....) = ve"^ "^ '^ '"--i) X.Y.Z.... 

S.70. 

Die im vorigen %. gewonnenen Darstellungen sind allgemein und 
gelten nicht nur für positive, sondern auch für negative Unterschiede, wie 
aus folgendem hervorgeht. Vervielfachen wir (328.) mit £r\ so wird, da 
a-'a'XY^XY \s\, 

XYr=.\e^ ^^\)tr'XY, 
und hieraus: 

332. A-'XY = ^^ ^ ^l^^ — = \i^.e'^-i) XY, 
Wird diese Gleichung mit ^^^ vervielfacht, so entsteht 

= Ki^.^^V Ki^.e^-V XY, 
und hieraus durch Zusammenziehen: 



äT' 



e^.i^-\) XY. 



Dieser Gang führt zu folgender Darstellung: 

333. A—A"r = \i^.e~^-V XY. 
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Eben so zd folgender: 

und 

334. ^'-ATZ.... = vr^^""^"'V "?>^" '.-lAYyz.... 



§.71. 

Die in den beiden vorhergebenden §§. gefundenen Gleichungen sind 
nur formell. Um eine entwickelte Darstellung, und zwar für negative Unter- 
schiede, zu erhalten, gehen wir von folgender, aus (313.) entnommenen all-- 
gemeinen Gleichung aus: 

beschränken uns jedoch auf eine aus zwei Factoren bestehende Function, 
behalten die negativen Unterschiede bei, und führen nur die Darstellung der 
Unterschiede der Differenziale ein. Zu dem Ende benutzen wir die schon 
in §. 63. angegebene Gleichung von folgender Form: 



A"* 






Werden hiemach die Ausdrücke ^X^y ^^^p» ^^X^ entwickelt und dann 

eingeführt, so gewinnen wir 



335. ^-\X,Y,) 






1 'miL 9j ■•" 1.2.(0«:)* "^ 1.2.3.i,dxy "• J 

««(m-j-l) ^_,.„, y r , .> (aa;)'.ü % . „ ^^ j sxy.d' X^ . ., .„^ ( ^)«.g% l 

«»("»+ 0(ffl +2; . -..-j y n o Q i^-^ y-d'X„ , ^ « q /^3 C.\a;)*.g*X p 
1.2.3 ''+a*'*-^ 1.2.3.(cx)''^ M.2.3.4.(dx)« 

Diese Darstellung kann auch nach den Differenzialep geordnet werden. Die 
veränderte Anordnung führt zu folgender Darstellung: 

Crelle's Jourual ü. M. Bd. XIU. Hft. 4. 45 
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33», ä-^{X,Y,) 

Mm f^rkonnl loicht^ dafi die Gleichangen (334.) und (335.) mit den Glei- 
chofiiron (208.) und (299.) fibereinslimmen, wenn Anfstufungen fflr Unterschiede 
ftMlit werden. 

Aus (335.) gewinnen wir folgende speciale Fälle, wenn m = 1 ge- 
letzt wird: 

337. :^-'X,Y, 

wenn m ■- 'i (fesetst wird : 

338. A-'X,Y, 



Die Darstfliung der Akrtafviigmi* d« sie iiickts anderes als ver- 
»eiatc D«r$tell«a|r der CalMsekiede ist, und also niehls Nenes biete:« Aber- 
l^^bM wir. 
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Wir theiien endlich noch einige Bemerknngen Ober den Zusammen-^ 
hang der Aufstufaogen und Unterschiede mit. Es ist nftmlich 

jt. = a:+ aX= (1 +A)jir= 0X 

Wird hierzu ^o gezfiblt. so erhalten wir die erste Anfstufung der Func-^ 
tion X; daher ist 

339. 'CX,^ (1 + 0)J!C=- (2+A)X 
Wird durch X gemessen^ so folgern sich hieraus die Gleichungen 

IQ = 2 + A, 

also aach 

= ?-l, 

A = C-2. 
Dies ffihrt zu folgenden Darslellangen : 

341 CX = ( i + 0)'" A" = (2 + s)'" X 

- 2 ' X+ ^ 2"-' aX+ ""fr*^ 2"'-'a ' .Y + . . • . + A-' JC, 

I law 

342. £-\Y = (t+öy-X = (2 +A)-"* X 

_ A m aX m(m+l) a'X 

~" 2'» 1 * jiH+i •* i.2 '2"*' 

343. A-Jr„ = (X-2rXt = jr'A-^2r-'A'+ "^""^^ 2'fe"-'A" 

344 ^-'■■X,= (^-2)-"'Xs^^-"X4~2Z-^-'X-t-'- 

Diese Gleichangen gelten nicht nur von einfachen, sondern anch von sasam« 
mengeselzten Functionen, und zeigen, wie die Aufstafangen durch Unter' 
.«cluode und umgekehrt vorgestellt werden kennen. 
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25. 

Observatiunculae ad theoriam aequationnni 

pertinentes. 

(Auct. C. G. J. Jacohiy prof. ord. math. Regiom) 



I. 

xCesoIutio aequationum algebraica posciL ut, dato nomero elemenloram, 
siogala elementa per foncliones eoruni symmetricas ope extractionis radicam 
exhibeantar. Qaod pro secundi^ tertii, quarti gradus aequalionibus succedere 
notum est. Functionum illarum symmetricarum natura cum in tibris certe 
elementaribus indicari non soleal, rapide eam exponam. 

Resolutio aequationnm secnndi gradus. 

Propositis duobus elementis a^ h, habentur singula per formulam 

a + b , /r/a— 6Vl 
•"2-±HC-2-)J- 

Resolutio aequationum terlii gradus, 
Propositis Uribus elementis o, b, c, slaluamus 

designantibus a, o^ radices cubicas imaginarias unitatis. Quibus positis, singula 
elenenta ope ipsarum Uy u, n" exhibentur per formulas 

« = 3 , 6= 3-- , c = 3 

Slatuaoius porro 

erit 

e- 2 ^ 2 ' 

VIP = — 2— = 2 

Substitutis autem ipsarum u'y u" valoribus supra appositis^ cum sit 1+« + ^^ = 0, 

habetur 

u'+ m" = 2a - 6 - r, h+ au' = a\2c-a- b\ 

n'+a'u'' = a(26-c-fl;, 
ideoque 

(2a — 6 — c)C2A-c — a):2r-a-fc) 
* 2 
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Porro fit: 

«' — w" = (a~a-)(6 — c), 

if' — a'tf" = (^1— cr')(« — c), 
ideoque cum sit 

1 -a = a\a^a% 1 -a' = -«(a-ce'), « -«^ =: ^-3, 



fit 



)w = -'—— (a -*)(«- ^) (*—^)- 



His valoribos subsUtotis.) prodit 



3 



^=— r"+*}v 2 ~ — ' ■ ~>> 

. _a+^»-c , -l+|/-3 //(2a-t-c)(26-c-/i)C2c-a»6) + 3/{-3[(a-fcX«-0(6-«)]'h 

^ - ~r + ~6 ~ )\ — 2" ^^ 



. -l-|/-3 / C2fl~6-^cX2fe- c-a)(2r-a~6) ~ 3|/ { - 3[(a-6)(fl-c)(fc~c)]*} \ 

3 

, -W--3 _// (2a-fe- cX2fe-c-tt)(2c-a-6) — 3^-3[(a- ^)(o-c)(6-c)]* > 
+ g — } V 2 ^^ ♦ 



a+b+c , -1-/-3 7 ( 2o-fr -r)(26 - c- a)C 2c-o-6) + 3/ -3[(o-fc)(a-c)(6-c)3* ^ 

3 "*" 6 rv 2 / 



qaae sunt expressiones qaaesilae. 
Radicalia cnbica 

alterum per alterum exhibentur ope formulae 

«'«- =* htt-it-) = aa-i-bb + cc-ab-ac-bc = («-^)'-i-(a-cy +»-«)' 

^ ^^^ (2o^.-c)(26-c>a)(2c-a-6) y^^^^^_,.,^^_^^^,,^^3.J 

ResoluHo aequationum qvarti gradus. 

Propositis qoatuor eiementis a, b, c, d, statoamus 

a + 6+c+rf = «, a+b—c—d = u\ 

a-b+c-d = u\ a-b-c+J = u'\, 
linde 
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a = -___, 



' \ *,'' *,ff* 



c=^ 



7/ — l/'-f-W — W 



b = 



d = 



1/ 


+ 


m'- 


_u"— 


«•" 


n 


-m— 


m'- 


4 

-«"4- 


«'» 



4 ■ ^ 4 

Stntaarous in formulis^ qaas de resolatione aeqaationum tertii gradas propo« 
suimus, loco a, 6, c quantitates u'n\ n"n\ u"*u"\ unde fit 

2>/ir r^ 3/— 3(ii'ii'-f4"ii")(tt'w'-ti'"ii"0(tt"»*"-"W'"M'"). 
Habetur autem 

w tf' -f«'"i/"^= (n +ff'"»iy -O = 4(a-c)(6~rf), 

•i"tf"~fi'"«" = (y' + i/'"uy'-.0 = 4(a~6)(c-.rf); 
porro fit 

2ii'"tt"'-w' u -t/"//' = 8u/rf+Ar)-4t,a6 + crf)~4(öc+6rf). 
Stataamus insuper 

Quibus omnibos collectis, atqae forraulis de resolutione aequationum tertii 
gradas antecedentibns traditis in anxilium vocatis^ invenitur, rarna posito 



^i + ^^3 



-l-^-3 



■) 
) 



//«+«* //r 4- •«>) +«•(• — •») 






/(«-•») 



-r( 



//«+«• / (r + •») + a • (f - •») 



3 



4c = I» - t/( * -i - •(<? -t- t^o) + h« - •«o) '\ ^ , y «+«^(p+/«')+«'^(«>-^«>) \ 



-)^ 



«+«*•(«+»'») + « •(r — •») 



4<f 



= .-v'( 



« + ht + /«)+•(€-•»)> , •y«+ «»'(c 4- •»)+•*»'(•-•«) 



!)- ,;(! 



>) 



) 



+ V( 



.'/f 4- «S' (r 4- V») + « /(r — /«•) 



3 



) 
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nbi habetur: 

t = {fl-\-h-e-df+{a-b-ire->rdf-^{a-b-e-df 

= (a-by + {a-ey + {a-d)' +{b- cf + (_b-dy-\- ie-d)\ 
e == 32 [2 (ab 4 cd) - («c + bd) - {ad + 6ci] 
[2 {ac + bd) — iad-t bc) — (ab + cd)] 
[2 {ad + Ac) - {ac +bd)- {ad -f- Ac)], 
«0 = -3[96{a-b){a-c){a-d){b-e){b-d){c~d)f. 

Qaae expressiones cum omnes siiit ipsoruro a^ &^ c^ d functiones symmetricae^ 
proposito satt factum est. 

Observo porro^ haberi in antecedenlibus: 

3 3 3 

= 8 [{a-bf {c-ä)' + {a-cy ^6-rf/+ (a-rf)' (6-c)'] ; 
porro 

I 3 1 i 9 

Quae expressiones cum respectu elementorum a^ b, c, d sint symmetricae. 
videmusi, e duobus radicalibus cubicis alternro per alternm dari, e Iribus radi- 
calibus quadraticis, quae per u, u", n" designavimus. unum per duo reliqua 
determioari. Cuius observationis beneficio fit, ut per tantam radicalium ambi- 
guitatem non maior quam quatuor quantitatum diversarum numerus reprae- 
sentetur. 

IL 
Consideraliones generales. 

$i accuratius examinamus, qiiomodo antecedentibus compositae sint 
expressiones, quibus quatuor elementa repraesentantur, videmas, primum e 
fonctione symmetrica elementorum extrahi radicem quadralicam^ qua iuncta 
alteri functioni symmetricae, extrahi radicem cubicam; hanc alteri simili radici 
cobicae iungi et tertiae fnnctioni symmetricae, quo facto rursus extrahi radi- 
cem quadraticam, et tribus eiusmodi radicibus quadraticis simili modo formatis 
atque nova functione symmetrica omnia quatuor elemenla exhiberi. Quae 
radicuni extractiones non nisi indicari possunt, si quantitales sub radicalibus 
exprimuntnr per coSfficientes aequationis quarti gradus, cuius elementa illa 
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radices sunt: si vero quantitates sub radicalibus per ipsa elementa, uti feci«- 
mus, exhibentur^ videuius^ ipsas extractiones praestari posse ooines, iisque 
varias detpriiiiuari functioiies insymaielricas olementorom. donec ad ipsa tandeiu 
singula elementa perveninlur. 

luiUuDi videmus in bis quae^tionibiis faciendum esse ab ioTestlganda 
functioue insynimetrica. cuius certn potestas symmetrica fiat. Neque enim 
aiiter per solas radicum extractione: a functionibus symmetricis ad insym- 
nietricas pervenire licet. Eiusmodi autem nulla alia datar functio nisi pro- 
duclum e diiTerentiis elementornm conflatum^ quod permutatis elemenUs duoä 
vaiores sibi oppositos induere potest^ et cuius quadratum functio symmetrica 
est. Quod igitur quadratum in Omnibus soiutionibns, antecedentibus traditis, 
sub ultimo radicali inveniri debet et invenitur. neque igitur radicale ulti- 
mum aliud esse potest niei quadraticum. Idem etiam consideratione se- 
quente patet. 

Statuamus eniin , coorficientes aequationis esse functiones qaantitatis 
alicuius t, atque radicem x vocemus: aeqiiutionem haue in modum pro*» 
ponere licet: 

FixJ) = 0. 

Unde differentiale radicis secundum / sumtum^ adbibita Lagrangiana nofatione, 
invenimos, 

dt ~ F(xy 

Hinc sequitur. si aequatio proposita duas habeat radices inter se aeqoalea, 

dx 
easque pro x eiigamus. abire -»- in infinitum. Nam pro valore illa deno- 

minator F(x) evanescit. Si igitur tv per / ope radicalium exhiberi potesL 
expressio ita comparata esse debet, ut difTerentiaUoue denominatorem nancis- 
catur, qui evanescit, quoties duae radices inter se aequales fiunt, qui igitur 
alias esse non potest. nisi quadratum illud producti e diflferentiis omnium ra- 
dicum aequationis couflati. Quod igitur quadratum in expressionibus illis sab 
radicali inveniri debet neque aliis quantitatibus additione iunctom, sive sub 
liliimo radicali^ sicuti etiam in resolutionibus alirebraicis aequaiionum secundi^ 
terlii, quarti gradus vidimus. 

Saepius observatum est« si datur resolut io algebraica generalis aequa- 
tionis n' gradus. inter cuius radices certae relationes locum non habent« 
expressionem radicis tot radicalia nece^isario implicare^ ut etiam inferiorum 
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gradanm aequationum solutiones algebraicas continere possiL ünde facQe 
coniicis, nameram dimensionam, ad quam expreasio aub ultimo radicali ascendit, 
mmorein esse non poase, qaam nameraoi minimuai, qui per omnes nnme« 

res 2, 3, 4, ,11 dividatar. Qui pro n «= 2, 3, 4, fil 2, 6, 12. Et idom 

casibus illis est numerus dimensiooum quadrati producti illius e diflferentiis 
radicum aequationis conflati, quod sub ultimo radicali inTeuiebalur. Sed pro 
11 = 5 fit minimus ille numerus, qni per 2, 3, 4, 5 dividatur, =»60, dum 
numerus dimensionum quadrati illius tantum ad 20 aive generaliter ad nume- 
rum n{n—i) ascendit Nee non pro altioribus ipsius n raloribus consensus 
ille plane deficit. 

Ob$ervalio de aequatiahe texti gradu^^ ad quam aequationes quinti gradw 

rewoeari po$$unt. 

8int elementa quinque propodta Xi^ Xwy x^^ x^y x^^ ac designemus per 
symbolum 

(12345), 
functionem elem^ntorum rationalem, quae et immutata manet, si elemehta 
fl?i, X29 ^9^ ^49 xs eodem ordine, quo ea exbiberous, commuta'mus respeotiTe 
cum bis 

Xty X3, 0^4, X51 Xiy 

et cum bis 

^51 ^» «I> ^S» ^4« 

Statuamus porro 

(12345) --(13524) = y; 

demonstravit olim ill. Lagrange, expreasionem y^ permutatione elementorum 

Xi^ x^ Xy^ X4y Xi non plures quam sex Talores diverses induere posse, ita 

ut, data aequatione quinti gradus, cuius radices aint Xi, Xt^ x^^ x^^ x^^ ex- 

pressio y^ sit radix datae aequationis sexti gradua. Statuamus 

(12345)^(13524) = y, 

(12453)- (14325) =- y, 

(12534) -(15423) = y, 

(15243) -(12354) = y, 

(14235) -(12543) = y, 

(13254) -(12435) = y^, 
erunt ^^9 ^29 ^39 ^49 nh 9I radices aequationes iliius sexti gradus. Sed credo, 
nondum observatum esse, ipsas quoque jfi, yt, yj, y«, y^^ y^ esse radices 
datae aequationis sexti gradus, quamquam coöfficientes eius non omnes sint 
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fanctiones symmetricae elementorum jti, .Ta, x^^ X4, x^^ ueque igitar per 
coöfficientes datae aequalionis qainli gradus ralioaaliler exhiberi possint 
ExaoiinaDdo enim mutatioaea, qaas eipressiones y^^ y^ y^, y^^ y^j y^ permn* 
talione elenentorum Xi, Xz^ x^^ x^^ x^ subeaat^ invenimas omnes simul aut 
alias in alias abire, aut in valores opposilos. Unde ipsorum jfi, y«) jfs^ 949 
y^ Sfe fnnctio symoielrica homogenea, si paris ordinis est, etiam respectu 
ipsorom x„ j^, x^^ x^ x^ symmetrica erit; si vero imparis ordinis est, per« 
mulatione elementomro Xi^ x^^ x^^ x^ x^ alias noa snbire potest malationes, 
nisi quod Signum mutet. Quod locum habere generaliter invenimus, si bina 
elementorum Xi^ x^^ x^^ x^^ x^ permutamus. FacUe autem patet, eiusmodi 
functionem elementorum Xt, Xf^ x^^ x«, 0^5, quae binis permutatis Signum mutet 
neque aliam mulationem subeat^, aliam esse non posse, nisi productum ex 
oniuibus differeotiis elementorum, multiplicalum per functionem eorum sym- 
metricam. Cuius producti quadratum cum Tunctio symmetrica sit ideoque pro 
noto habeatur^ videmus, Tunctiones symmetricas ipsorum yi, y,, y^^ y^^ yj, y« 
omnes et ipsas pro dalis haberi posse. Videiicet si aequaUo sexti gradus, 
cuius radices sint y,, y^., y^, y4, y», y^ statuator 

?/-«isr*+«jsr*~ö3y'+ö4y'--ö5y+flö = 0, 

jcoSfficientes Oj, 04, (h rationaliter exhiberi possunt per coöfBcientes datae 
aequationis quinti gradus, codfficientes autero Oi, 03, Os erunt expressiones 
rationales coöfficientium aequationis quinti gradus, multiplicatae per radicem 
quadraticam ^a, siquidem 

A = [{Xt'X^) (x,-Xj) {xi-x^) {Xt-Xs) (a?, -.Tj) {Tt-x^) (a!i-a:ft) {x^-x^) {xy-x^) (x^-X;^)]^. 

Functio simplicissima , quae proprietatibus expressionis symbolicae (12345) 
supra assignalis gaadel, est haec: 

XiXi'i' X2X2'\' x^x^-i- x^x^-jr x^Xi^ 

pro qua aequalionis sexti gradus radices habentur, 

yi = x^x^-i- X2X^'\- x^x^-j- x^x^-]- x^Xi — XiX^ — ajjäPs— «5X1 — a?jaP4 — x^Xi 
yj = XiX%'\' XfX^-i- x^x^-i- x$Xi+ x^Xi — XiX^ — x^x^ — x^X2 — XjXs — x^Xi 
yy = x^Xi'^x%x^'\'X^Xi'^XiX^'\'X^Xi — XiX^-- x^x^^x^x^ — x^x^^-x^Xi 
y* = Xi af?ft + X5 a?2 4* j52X4+:r4 a?j +3:30^1 — XiXj, — x^x^ — x^x^—x^x^ — x^Xi 
ys ^ x^x^ + x^Xi-^ XiX^'^XiXi'{'XiXi—XiXi—X2X^—XiX4—'X^Xy-'XyXi 
ye =^ XiXy-i- x^x^-^ XiXi'i' Xr^x^-^ x^Xi—XiXz — X2X^—X4Xi'- XyX^ — x^Xi. 

Quae expressiones cum respectu elementorum a*i, x^^ x,, x^^ x^ tanlum ad 
secundam dimensionem ascendunl, coerficientes a^ (h^ 0s ornnt secundae. 
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sextae, decimae dioionsionift. Qnarain ezpressiones com ex observaHone antea 
facta prodaclam ex ouinibua diiTerenliii eleroentorum x^^ Xty Xs^ x^^ Xs tarn* 
quam factorem conüneant^ quod ad dacimam dimensionem ascendii, fieri debet 

designaote m nameram. Et calculo facto invenitur 

Os ^ 92{Xi'^x^){xi-Xj){Xi--x^)(x,-Xg){:^-Xi){x2-x^){^^ 
ideoqtte m^-Z2. Uade aeqoatio sexti grados formam induit: 

Si aequatio quinU gradus propoaita est: 

x^-Ax^+Ba?-Cx*+Dx-E = 0, 
facile ioveaitur 

o, =. ^B'-IGAC+AOD. 
Valores ipaonim O49 o;» paollo ampliorea calculos poscant. Valorem ipsiua 
A^ per A, B^ C^ D, E, expreaaum^ tradidit jU. Lagrange in tbeoria aequa- 
tionum, e Meäitatianibui AtgeInmcU celeberrimt Warmg descriptum. 

lU. 
Ludierum de resolutione atgebraica aequationum quinti gradui. 

Olim, at fit, cum puer studiosQS in tentanda resolnlione algebraica aequa- 
tionum quinti gradus desudarem^ aeqoationem generalem 

ad aiiam decimi gradus revocavi^ cuius resolotio algebraica contigit, dao« 
ram tantom coefficiantium signia motatis. Rem imilHeffl, sed curiosam, paiicia 
referam. 

Posiio x^jf+siy cum iit 

banc aeqnatiooem cum proposita comparaYi« nnde 

y« = 9» 9 +«*+5ya(y+a)=/?, 
ideoque 

Qua aequalione decimi gradus resolute , etiam proposila qumli gradus re- 
solute est. 

Facile mihi eredia, lllam quidem aequationem decimi gradus algebraice 
resolvi oon posse, sed huius alins: 

46* 
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qiiae duonim laotom coifficientinm eignis ab iHa discrepat, batic inveni 
algebraicam : 

±4/[y r^^n-'^'') V?( (^-%-"^'' )')3 - »■ 



IV. 

De numero radicum realium, quae inter dalos limited 

eontinemtmr. 

Cartenm olim regolam dedit, qua, data aeqaatione algebraica, e signis 
coefficientiam eins limites cognoscantar ^ qooB numeras radicum positivaram 
et numerus radicum negativarum suparare non polest. Eiusmodi limites assig- 
navil Ct. Fourier pro radicibns realibns, quae inter dataa quantitates reales 
quaslibet a et 6 continentur. Sed idem obserro e regula Carte$iana peti 
potuisse. Sit enim x radix aequationis propoaitae, staluatur 

b — X 

erit jf radix aequationia einsdem ordinis, quae tot bebet radices positives, 
quot Talorea ipsius 9 inter a et 6 positae sunt. Unde regele Carle$kma 
adhiBita ad aequationem transformatain, notns erit limes numeri radicum aequa- 
tionis propositae, quae inter a et ft continentur. Res adeo hie per Signa 
nnius seriei n+i quantitatum transigitur, si m gradus aequationis, dum Cl. Fowrier 
ehiamodi aeriea duae adhibet« Sed regula a Yiro illustri prodita et multie 
aliis nominibus et calculo expedito praeslat. 

Eadem observatione regula celeberrima Shtrmiana, qua numerus 
accuratus definilur radicum, quae inter datos limites continentur, ad casum 
eum revocari polest, quo numerus radicum aut poeitivamm aut negaÜTarun 
quaeritur. 
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V. 

Quomodo regula Bernouilliana ad ini^eitigandaa raäieesy quae 
maximam aut minimam iegunnluTy extendi potest 

Sit X ipsiQS X data fonctio quaelibei rationalie integra fi* ordinis, sit P 
foBCtio eius alia qaaelibet rationalis integra minoris ordinia; evolvatur fractio 

Y ad descendentes potestates ipsias x, catiis evoltilionis termini se ex- 

cipientes sint 

Pm^l . Pm 

1 



2« • 35»-»-« ' 

docait olim Daniel BemouUU, quotientem -^ convergere ad valorem ra- 

dicis absolute maximae aeqnationis 

JC = 0. 

p 

Si fractio -^ ad potestates aacendentes ipsias x evolvitur, cuias evolotionis 
termini dao se excipientes sint 

qoolies -^ ad valorem radids absolate minimae converget. Caosa regu- 

lae nota haec est, qood in expressione generali ipsias p^, 

P^ = CxT+Cx?+C,x?...^ + C,xZ 
in qaa Xi^ o!^^....^ x^ sunt radices aequationis proposilae, C|, C^9....^C|. 
constanles seo qaanlitates ab exponente m non pendentes, prae uno termino 
in m'** poteatatem radicis maximae dacto negligi possint reliqui omnes, si«» 
qaidero namerus m satis magnna stataitur. Simile de radice minima investi- 

ganda valet. 

« 

Statoamas radices. secnndum magnitudinem a6M>/titom dispositas, esse 

•''II ^^^ *^3^ . . . . ^ **^9 

ita at Xi sit maxima, x^ minima. Radices imaginarias secnndom earam mo- 
dulum aestimamus, sive si radix imaginaria r (cos 9) +^—1. sin 9)), designanli- 
bas Ty ip quantitates reales, secandam qaantitatem r. Regula de investi- 
ganda radice maxima proposita deficit, si dnae radices maximae inter se 
aeqnales adsunl, vel qaoties radices daae maximae imaginariae ssnt, si ntrique 
idem modales est. Eo casa regnia antecedens ita amplificanda est, nt simol 
dnae radices maximae investigentur. Qood ipse iam Enlents fecit pro casn, 
qao daae radices maximae sant imaginariae formae r(cos9)+y — l.sin^)), 
r^cosy— ^— l.sin^»)^ in Cap. XYII. Vol. I. Introdttctionii. Paucia demon- 
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strabo sequentibos , quoroodo iisdem principiis iodagelar «equatio 1^ ordinia, 
cuius k radices tolidem radicibas maximis aeqaationis propositae proxime 
aequaiejp sunL Qaam amplificationem Cl. Faurier in inirodactiooe operis de 
aequationibuB indicavit. 

In expressiooe generali ipsins p^ prae torminis ductis in k radices 
maximas, ad m""' dignitatem elatas, negligtmus reliqnos terminoa omnea ; qnod 
eo maiore iure licet, quo maior numerus m. Hinc statuious proxime: 

Pm = C,j?r+C,aS'-. + C,xr, 
seu posito 

staUiimus proxime: 

Pp-ki = B^Xi+B'^X2'*" + BkXk 

• ••••• •••• 

Ponamus 

quam expressionem evaneacere patet, si loco x ponuntur k valores Xi^ 
Xt^ ....fdTi^ Unde ex aeqnationibus anlecedentibus sequitur haec: 

In qua, si loco m ponimua ai+t, ei+2, etc.^ babemus sequens aequaiionum 
sy siema : 

= a:* +i4ia?*-* +^2«^' •—+il* 

= Pm^k+\ +^lP«+» +-^2/>irt-M-l h APin+l 



De quibus aequationibua, quarum numerus Ar+1 9 eliroinatis k qnanti- 
taUbos Ai^ il), ....^A^y prodit aequatio buiusmodi: 

in qua P, P„ P^, .,..-» P» per lerminos />^, />^^i, ..^ Pm4r?*^i «xpressae sudL» 
et cuius radices aequationis propositae X:=0^ k radicibus maxirois proxiaie 
aequales sunt. 
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SU ür == 2, habetur 

= a:^ +AiX + A^^ 

unde elimmatis ^„ ^4«, habeotor ^, o^i proxinoe aeqaales radioibus aequa* 
tionis quadratioae: 

{r^sn^l-pmPm^7)^''\'iPn.pn.-^^-pm-^lPm-^2)^'^pl^2-Pm^lPm^^ = 0; 

sicoti QotuiD est^ et cam Ettleri fonnalis conrenit. 
Sit i :== 3, babes 

= X* +i4ia:' +.i,a? +>!, 

unde eliminatis i4,, i4a> ^9 provenit: 
poaito : 

Methodua Ciarissimi Daniel BemouilK nililur principio, quod aeriei recur- 
rentia tennini ab initio satis remoti ut termini seriei geometricae apectari 
possint. Helhodua antecedentibua amplificala tantum eupponil^ terminos seriei 
recurrentis ab iniiio saCis reinolos proxime aequales esse termitiis alius seriei 
recurrentis, cuius scala e minore terminoruoi numero constat Quam igitur 
acalam, ideoque etiam aequationem, euius radices radicibus roaximis aequa- 
tionis prppositae proximae aequales sunt, eruere licet etiam per melhodum, 
quam oHm pro invesdganda leg;e serierum recurrentium proposuil ill. Lagrange 
in commentatione: 

Recherche$ sur la moniere de former des lable$ des ptaniles d^apris lee 

seiUes obserpalions. 
Videlicet, si seriem recnrrentem, cuius scala n+l lerminis constat, inde a 
termino p^ convenire slatuimns cum alia, cuius scala tantum Jr+l terminis 
constat, ponamus 

Sit porro 
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— = «t+M+Jf*«^ 

Seriein «^ continaemos osqne ad potestatem sf**"** seriem ^ aeqne ad po- 

testatem y*~*« et ita porro, donec aeries «« plane reiicialir. Tom si fractjonem 

continaam 

1 



a, + *,J+— * 



ft 



in fractionem vulgarem cemmatas ^, alqae in aenominatore statois y » 
— , ent 

aequatio qoaeaila, cuiaa radices ac = — aequationis propositae Jl « 0^ ifc ra- 

didbos onaioribas proxine aequales sont. Sed observo, hanc methodam molto 
prolixiorem esse, quam eam elimiDationis ^ quam aapra proposoi: nam in cal- 

cnlaoda fractione -g- in expressiones valde complicataa incidia, quaram tennini 

plurimi in fine calcnli se mutoo destrnnnt^ dam per eliminationem statim ad 
expressiones aimplices pervenis. 

Prorsus eadem ratione aeqaationid propositae radices minimas inTasti- 

gare licet; quod probleDma posito x^ — etiam ad antecedens rcTocatur ; nam 

aeqnalionis transformatae radices maximae sunt valcres redproci radicom mini- 
maram aeqnationis propositae. Hinc si metbodo BernomlUana antecedeiitibus 
ampltficata aequationis propositae radices omnes indagare placel, daae priranm 
invesligandae sunt aeqaationes, quariim altera ^r maximas, altera n — A minimas 
radices exbibet; et si ft ant n — ür maiores adhuc numeri sunt, quam nt per 
methodos rigorosas solulio praestet, siuguias aeqnatiooes rursos eodem modo 
Iraclarc licet atque proposilam, donec tandem ad singulas radices aequationis 
propositae, sive ad aequationis gradum satis depressuni pervenias. 
D. 9. Dec. 1834. 
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26. 

De U8U theoriae in<egralium ellipticorum et inte 
graliuin Abelianoruni in analysi Diophanteft. 

(Auct. C. G. J. Jacobi, prof. ord. math. Regioni.) 



xllastris Academia Petropoiitana ante hos quataor annos commentationea 
poBthomus VV. eil. Euler, Schubert, Fufs, quae nondam lucem viderant, in 
anam valamen coUegit — oam quadragestmo anno post Euleri mortem eiu 
adbac quatuordecim commentaliones publicandae restabant. In qao volnmine 
pluribus commentalionibas Eulerus tractat problema et quasi ad perfectionem 
ducit, quod diversis temporibus varia eius tentamina provocaverat, videlicet 
,,dato numero rationali x, qui expressionem ^ija+bx+ei^+äai^+ex^) 
et ipsam rationalem reddit, alios eiasmodi innumeros valores ipsius x 
detegendi/^ 
In quibus commentalionibas non adnotavit vir — quod bene est supplöre — 
analysin solutionis ab eo traditae aliam non esse nisi multiplicalionis integra- 
linm ellipticorum — quamquam utriusque analysis autorem consensum illufti 
memorabilem non fugisse, probabile est. 

,,^^ ^. , docet 
u y{f(x)y 

Eulerianum Iheorema de additione integralium ellipticorum, 

I. ,,proposita aequatione transcendenti II(i) ^ [I{x) + II(y) y simul et 
ipsum a et ipsum }f[f{ii)] rationaiüer exhiberi per x, y, iUix)]^ 

Unde seqnitur theorema: 
IL ,,proposita aequatione /Z'(y) = nlJf^x)^ ubi n numerus integer, simul 
et ipsum y et ipsum j^[/(y)] per x, üfix)] ralionalUer exhiberi ,^^ 
vel generalius 

III. ,,proposita aequatione 

n(x) = m,n{xt)+m2nix,)....+m,n{x,\ 
ubi all, 1112, •...,1». sunt numeri integri quilibet positiv! vel negativi, 
simul et ipsum x et radicale ^[fix)] per Xi^ x^^ , x« et radicalia 
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Patet iam o tbeoremtta U.^ ti pro dato ipaiiis x imo valore ratioDali 
etiam f[/(^)] rationale fiat, inde per analysio nmltipUcatioois integralium el* 
lipticorom innnmeroa alioa yalorea rattonalea y dedud pesse, qni et ipsnoai 
f [/(y)] ntf onale reddanL Valores enim ornnes y, qni aeqaationi 11 {ff) = n n(x) 
aatiafadimt, in qna x datnm valorem designat, et n numemm qnemlibet inte- 
grum, e tbeoremate aasignato propoaito satiafaciunt. Ac reapse EMleri Ana- 
lyaia, qna ntitnr in Tolnmine eitato (Memoirea poathnmea de L. Euter, 
F. T. Sehmbert et N. Pnfe ci-devant membrea de racadämie imperiale dea 
adencea de St. Peterabonrg) ad aolvendnm problema Diophantenm, prorana 
eadem est atqne ea, qnam in Inatitntionibna Calcnli Integralia aliiaque 
locia ad aeqnationem tranacendentem i7(y) =s nIT{x) algebratca aolyendam 
propoanit. 

Patet porro e tbeoremate DL, datia dnobna yaloribna rationalibna 
^f ^) pro qnibna etiam fit{xi)]^ Vlfiph)] rationalia fiant, ai nenter modo 
antecedentibna expoaito ex altere derivari poteat, praeter yalorea noyoa per 
metbodnm antecedentem ex iia dednetoa innnmeroa alioa x, qni propoaito aatia- 
fadant, dari per aeqnationem 

n{x) = m,nix,)+m,nix,\ 
in qnibna mi^ m^ nnmeroa qnoalibet integroa poaitiyoa yel negatfyoa deaig^ 
nant; et ita porro pro noyia yaloribna e tribna, qnatnor, etc. datia de- 
riyandia. 

Exceptionnm caana proyeninnt, ai pro dato yalore a fit i7(a) para 
aliqnota indida; aiqnidem ea, qnae in commentationibna noatria de indicibna 
fimctionnm ellipticamm propoanimna, ad formam generaliorem integralia n(jx)j 
qnalem bic conaideramna, extendia. 

8i yero qnaeria, qnaenam e tbeoremate Abelkmo, mira illa tbeore- 
matia Emieriam amplificatione, in artem Diopbanteam incremrata rednndent, 
fädle e tbeoremate illo rite examinato banc dednda propoaitionem: 

,,deaignante f{x) fnnctionem ipaina x rationalem integrem qninti ant aexti 
ordinia, ai datnr nnna yalor ipaina x rationalia, pro qno etiam y[A^)] 
rationale fiat, dantnr innnmeri ipaina x yalorea formae o+b^e, in qua 
a, b, e qnantitatea rationales, pro qnibna etiam y[f(x)] eandem formam 
indnit a^+b^e, nbi mrana a', V rationalea;^^ 
«c generaliorem: 

„deaignante f{x) fnnctionem ipsina x rationalem integrem (2ii+l)^ nnt 
(2ii+2)^ ordinia, ai datnr yalor ipnna x rationalia, pro qno etiam i[f{x)'\ 



36. C. 0. J. Jaeoli, d§ mm thear. ini. Ok ei Abel im Ofio/yit Dioph. 3S5 

rationale fiat, dantar innamerae aequatiooea n*^ gradua, quaruin cofiffi* 

cientes nameri rationalefl saat, ita comparatae, nt designaate x earam 

radicem qaamltbet, radicale /[/(or)] per ipsam radicem x et aameroa 

rationales rafionaliter exbiberi queat/^ 

Molto yero generaliora adhac, ai loco }f[fCx)] radicem nllias aeqaa-* 

tionia algebraicae conaideras, qaaram cofifficientes aant dati nameri rationales, 

e theorematis Abelianis petere licet, qoae de integralibos fnnclionnm algebrai- 

earam quaramcnnqae proposita sunt. 

Nee non monere iavat, cam ex antecedentibas Emleri de diolo proble- 
mate Diophantea scripta etiam ad analjsin fanctionttm ellipticaram pertfneant, 
Calcali integralis amatores ea non sine fractn perlegere. 

Regiom. 20 Dec. 1834. 
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27. 

Ein neuer Satz über die Primzahlen. 

(Von dem Herrn Prof. der Math. Dr. Steiner, an der Universität zu Berlin.) 



1. JLfer Satx, welcher hier bewiesen werden soll, lautet wie folgt: 

,,Hat man irgend eine Primzahl p ond p— 1 beliebige andere 
Zahlen, welche durch p nicht theilbar sind, sondern nach irgend 

einer Ordnung die verschiedenen Reste 1, 2, 3, ^ p-^^ geben^ 

oder auch, wasim Grunde auf dasselbe hinauskommt, nach irgend 
einer Ordnung genommen, diese Beste selbst sind, und mancom- 
binirt von diesen Zahlen irgend eine Anzahl n zur p— n^ Classe 
mit Wiederholung aber ohne Versetzung und multiplicirt die 
Zahlen jeder Complexion in einander: so ist die Summe aller 
dieser Producte immer durch p theilbar, die Zahl n mag sein, 
von 2 bis p—i incinaive, welche man will.^^ 

Beweis. W^ird jeder Theil der identischen Gleichung 

mit X multiplidirt, nämlich der Theil links mit x, das erste Glied rechts mit 
{x^a2) + ax vnd das zweite mit (o:— aO + Oi, so erhalt man, nach gehöriger 
Ordnung: 

Werden die Glieder der letzten Oleichong ähnlrcher Weise beziehlich mit 
multiplicirt» so kommt: 



x^ = (x— a,)(x-a2)(x-a3) + «i 



{x-ai){x-(h)+al 



(a?-»i)+^- 



Gleicherweise gelangt man zu der Gleichung: 






a 



t 



a. 






«5 



(*-a,)+at. 
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«nd, dorcb Wiederholung desselben Verfahrens, zu der allgemeinen Gleichang: 



as'"' = (a;-Oi)(x-a,)....(«-«,_i)+o, 



(«— ai)(aj-a,) .... (x—Op^t) 



+ 


a] 


«1 


•Oi 


«J 


.0, 

• 
• 


«1 


• 
• 



03.03 



(x— ai)(ap— 02) .... (a?— a. 



oT^.Oi 






«r* 



(«-ai)+fl^'< 



oder, in einfachen Zeichen: 

Das Gesetz, wonach die Glieder dieser Gleichnng gebildet werden, fUIt in 
die Angen. Nfimlich der Coeffident Ai des zweiten Gliedes rechts ist die 
Snmme der Zahlen Oi, 03, 03, ...., Op.i ; der Coeffident A2 des dritten 
Gliedes ist die Summe der Prodncte, die entstehen, wenn man die p— 3 
Zahlen Oi, 03, 03, ..•• 0^29 mit Wiederholung aber ohne Versetzung, zu 
zwei combinirt und in einander multiplicirt ; u. s. w. 

Wird nun angenommen, p sei irgend eine Primzahl ^ und die Zah- 
len Oi^ Ox. Os, ...., 0^1 seien nicht durch p theilbar, und lassen, durch 
p dividirt, verschiedene Reste, also, nach irgend einer Ordnung genommen, 
die Reste 1, 2, 8, . • . . , p— 1; und wird femer auch die willkOrliche Zahl x 
als nicht durch p theilbar yorausgesetzt: so ist, wenn man das leftzte Glied 
rechts auf die linke Seite bringt, die Differenz 



yennöge des Ferma tischen Satzes, durch p theilbar, Giebt man nun dem x 
far einen Augenblick einen solchen Werth, dafs (x— O}) durch p theilbar 
wird, so sind alle Glieder rechts, -welche (rr— 03) zum Factor haben^ durch 
p theilbar; daher mufs auch das nunmehrige letzte Glied 

durch p theilbar sein ; und zwar mufs es noihwendig der erste Factor dieses 
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Gliedes sein, da, TermAge der VoransBetzang, der andere (d?— Oi), es nicht 
sein Icann. 

Bringt man nun femer anoh dieses letzte Glied A,^ . Xi auf die linlce 
Seite der Gleiclinng, so ist der erste Tlieil derselben dnroli p tlieilbar; nnd 
giebt man sodann dem x einen solchen besondem Werth, dafs der Factor 
(x— 4s) dnrch j9 thdlbar wird, so folgt Ähnlicher weise, wie vorhin, dafs nnn 
anch das gegenwärtige letzte Glied rechts, A^^.X^ dnrch p theilbar sein 
mnfs, nnd zwar, da von den zwei Factoren (j?— Oi), {x-^a^ jetzt keiner 
dnrch p theilbar sein kann, dafs sein Coefficient, nfimlich 

A^ = ^-V^ .Ot^c^ ih^€/lr* .^^^^'^+ai.air*+€^, 

dnrch p theilbar ist 

Gleicherweise folgert man, dafs jeder der Obrigen Coefficienten 
.^4, Af^^ ...., ila, Ai dnrdi p theilbar ist; wodurch die Richtigkeit des 
oben stehenden Satzes dargethan wird. 

Um den Satz dnrch ein Beispiel anschaulich zu machen, seipsT, 
» = 13 und AisrS, 03=34, 01 = 3, so sind die Zahlen 5,* 4, 3 zur 7 --3 
ss4ten Classe mit Wiederholung aber ohne Versetzung zu combiniren, so- 
dann in einander zn multipliciren und die Producte zu addiren. Dies giebt: 

+4».3+4\3'+4.y+8* 
= 635+500+375+400+800+325+330+240+180+135+256+192 

+ 144+106+81 =4081 =583.7, 
welches Resultat, wie man sieht, dem obigen Satze genflgL 

2. Aus dem ersten Gliede rechts, in der obigen Gleichung, nSmlich 
aus dem Gliede 

X^^ = (a?-«i)(»-a»)(«-o,)....(«-o,.i), 
laaaen sich, mit Rflcksicht auf den vorstehenden Beweis, leicht zwei andere, 
bduuinte, Sitze ableiten« Wird ntmlich dieses Glied ratwickelt, so hat man: 






SS^ + Oi Uh 



«I 



4s 



jjf —••••+ Ol« fli-^Jb^'.-fl^n 



oder 

X^i =s af-*-«i.«f-' + «2.«^--«s.aj^+--*--«p-»-*+'^-M 
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wo, wie man sieht, die CoefBcienten fit, V^, 9I|, ...., S^i die einfacheD 
Conbinationen olme Wiederholiuig nnd olme Versefiung der Zaldeii o,, 
0,, ••••, 0^1 nur ersten, s weiten, dritten, ..•• (pM)tra Claese Torstellen. 
Hierdnroh lifiit sich die obige Gleichong wie folgt nmändem: 

Wird nnn angenommen, x sei dnrch p Aellbar, oder, was dasselbe 
bewirkt, es sei xa=0, so ist der erste Theil der gegenwirtigen Oleidinng 
durch p theilbar, (wml Jedes Glied in der ersten Klammer den Factor d? 
enthllt^ nnd die Coefficienten der Glieder in der sweiten Klammer einsein 
mit p au%ehen, snfolge des obigeii Beweises); daher mnfs auch der a weite 
Theil derselben, d. i. 

9>-i+-^/-i^ oder Oi.a *a%**>*a^i+afr\ 

dorch p theilbar sein; nnd da nach dem Fermatischen Satae das eine 
Glied v/r\ dnrch p dividirt, den Rest +1 giebt, so mnfs das andere 



dnrch p dividirt, den Rest p— 1, oder —1 geben, oder, in der einfachsten 
Form, es mnb 

l.a.S.4....(p-l)+l 
durch p theilbar sein, d. h., „wird dem Prodnct ans allen Zahlen 

1, 2, 3, ...., (p^i)^ welche kleiner als eine gregebene Primaahl 

p sind, 1 sngesShlt, so ist die Snmme allemal dorch p theilbar;^^ 

welches der bekannte Wilson *sche Sata ist 

Werden femer alle Glieder, welche in der obigen Gleichung auf der 

linken Seite in der aweiten Klammer stihen, nflmlich die Glieder 

nach Fotenaen ron x entwickelt, so erhslt man ein Aggregat von der Form 






Ai I i4,.i).| 

A, 



Ai.D 



i^j 



«+S, 



wo die Grtfsen Bi, fii^ ...., B,_i\ Ci, (^, ....; Di, O3, .... a. 8. w. 
kein x enthalten, sondern nur bestimmte Combinationen der Zahlen 



r 



360 27. Steiner, ein neuer 8aii über die 

Ol) Ol, • . . • 9 öp^t*^ 019 029 9 OjH-s; • • • • Werden diese Werlhe in die 

Gleichung 

{%taf'^-9i^af^+%af^ +«,-«*) 

rabstituirt, und wird bemerkt, dafs diese Gleichung ffir jeden Werth, welchen 
man dem x beilegen mag, statt finden mufo, so folgt, dafe die Coefficienlen 
gleich hoher Potenzen von x einander gleich sein mOssen, dafs also, absolut 
genommen: 

sein mufa. Da nun, vermöge des obigen Beweises, von den Gröfsen ili, 
ilt, ils, ...., Ap^2 jede, einaeln genommen, durch p tbeilbar ist, so folgt 
aus den lotsten Gleichungen, dafs auch jede der Gröfsen 

^11 8li, 3l|, 84, ,..., f[p«t 
durch p theilbar sein mufs. Das heifst: 

„Hat man eine Primzahl p, und p—i beliebige andere Zahlen Oi, 
03 , 03 , . * . . , öp^i , welche nicht durch p theilbar sind und auch nicht gleiche 

Reste geben, oder welche, in einfachster Form, die Zahlen 1, 2, 3, 4, , 

(p— 1) selbst sind: so ist sowohl die Summe dieser Zahlen 9|, als die Summe 
ihrer Producte, wenn sie zu 2, oder 3, oder 4, ...., oder p— 2, ohne 
Wiederholung und ohne Versetzung combinirt werden, d. i. 82 9 83 9 8« • • • • ? V^-t 
durch p theilbar. ^^ 

Diesen Satz hat bekanntlich Lagrange zuerst bewiesen. 

Ich will noch bemerken, dafs die Gröfse Slj, d. i. die Summe der 
Producte zu dreien, nicht nur duröh p, sondern auch olleinal durch j^ theil« 
bar ist, was leicht n bewdsen ist Ferner lafst sich beweisen, dafs die 
Summe der Producte aus den Zahlen Oi, ch, Hy, . •*. , a^^i, zu 2, oder 3, 

oder 4, , mit Wiedorholnog, aber ohae Teisetzang conibinirt, stets durch 

p theilbar ist; und dafs dasselbe statt findet, wenn man die zweiten 3 oder 
dritten^ oder vierten, .... Potenzen derselben Zahlen auf gleiche Weise, 
oder nach einer der oben angegebenen Arten, combinirt. 
Berlin^ im Dec. 1834. 
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28. 
Aufgaben und Lehrsätze, 

erstere aufsulösen^ letztere zu beweiflen. 



(Von dem Herrn Prof. Dr. Steiner zu Berlin.) 

1 Jjie Samme aller BrOche von der Form 

1 

\¥o sowohl fAr a? als f&r y jede ^nze positive Zahl von an gesetzt wer- 
den muCs, jedoch mit der Bedingung^ dnts jeder Bruch, welcher mebrmal 
durch diese Form erhalten wird ^ wie z. B. ^V ^ ^^l^^^r dreimal sich unter 

dieser Form darstellen lafst, nemlich als ^.^j i irzT'» sTZT« ^^ einmal ge- 
rechnet vrird, oder, was aueh durch die Einschränkung beseitigt werden kann: 
es dfirfe i-i-x keine höhere Potenz (d. i. zweite, dritte, vierte u. s. w.) von 
irgend einer Zahl, mithin x nicht 6, 7, 14, 23, 2», 30, 34, 47, 62, 79 u. s. w. 
sein, Ist »1, also, in Zeichen: 

2. Die Summe aller negativen Potenzen, von der zweiten an, aller 
ganzen positiven Zahlen von 2 an, ist »1, oder in Zeichen: 

1 = J?(2+ajr*+-2'(2 + «r^ + 2:(2 + xr*+-5(2+a:r»+-— in infin., 
wo unter Jedes Summonzeichen fBr x alle ganzen positiven Zahlen 0, 1, 2, 
3, 4, • • . . n setzen sind. 

Hieraus folgt insbesondere der bekannte Satz: 

„Dafs die negativen zweiten Potenzen aller ganzen posi- 
tiven Zahlen eine convergirende Reihe bilden. 
Ferner folgt daraus, dafs, da man bekanntlich die Wertbe der ein- 
zelnen Summen 

^{2+xy\ s(2+xr\ 2{2+x)'^, .... :e(2+xr"' 

angeben kann, man auch, wenn gleich nicht die Worthe der einzelnen Sum- 
men JP(2 + x)^% ^(a+a?)-^, .... ^(2 + «)"*"^'. 80 doch den Werth der 
Summe dieser Summen daratellen kanA, indem, zufolge des vorstehen« 
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den Satses, 

= i^[:S(2 + x)'^+ 2(2+x)-*+-r(2+xr*+--]. 

3. Durch Yerbindong der beiden vorstehenden Sfltse (1. nnd 2.) ge- 
langt man tu dem folgenden Satxe. 

Die Somme aller BrQche yon der Form 

i 

(2 + a?)^i'[(2 + xy^ -1] 

ist gleich der Summe aller Brüche (oder negativen Potensen) von der Form 

(2+Är<^^>, 

^0 fflr jf jede ganze positive Zahl, von an, gesetzt werden nrofa, für x 
aber nar diejenigen ganzen positiven Zahlen, fBr welche die Summe 2 + ^ 
keine (höhere) Potenz von irgend einer Zahl wird (wie oben j[l.))) Ar a da- 
gegen alle diejenigen ganzen positiven Zahlen, welche fflr x ausgeschlossen 
sind, so dafs also die Summe 2 + a allemal irgend eine höhere Potenz seht 
mufs. Unter diesen Bedingungen ist also 

(2 + a?)-<*+y> — 1 -^ \* ^ *; ^ 
oder 

Die vorstehenden drei Satze lassen sich, unter andern, durch eine 
ganz elementare Betrachtung beweisen. 

4. Bezeichnet man die Geraden, welche drei feste Puncto Aj Bj C 
mit irgend einem vierten Puncto P in ihrer Ebene verbinden, durch a, b, Cj 
und die Winkel, die sie mit einander bilden, durch (oi), (ßc\ (6c), so mfissen, 
wenn der Punct P die Eigenschaft haben soll, dafs die Summe der orten 
Potenzen der Geraden a, b, c ein Minimum, also 

a'+6*+c* = minim. 
sei, im Allgemeinen die folgenden zwei Bedingungen statt finden: 

a) iif~*,sin(iic) = 6*"*. sin (6c) und 
ß) oT' 9\n{ab) = c"\ sin {cb). 

Dieser Satz nmfofst insbesondere zwei bekannte Satze*), die man erhält^ 



*) Andrerseits ist er ein besonderer Rdl eines mehrfach allgemeinem SatzeSi 
weichen lob bei einer andern Gelegenheit beweisen werde. 
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W61I1I man 

1) x^2 setst, oder wenn die Summe der Quadrate 0^+6' + ^ ^in Mini« 
rnmn sein soll. Fflr diesen Fall ist P der Schwerpnnet des Dreiecks 
ABC, nnd man hat, als Bedingungen: 

a. sin (ac) = b.nuibc) und 
ii.sin(afr) == i;.sin(c&). 

2) Wenn man x^i setzt, oder, wenn die Summe der drei Abstände 
a+b-^o ein Minimum, also P der Pnnct der kleinsten Entfernung yon 
den drei festen Puncten A, B, C sein soll. Fflr diesen Fall reducirett 
sich die obigen Bedingungen auf: 

sin (ab) ^ sin {ac) =: sin (6c), 
oder auch 

Wink, {ab) ^ (ac) » (be). 

5. Wenn man bei dem vorigen Satze (i.) dem Exponenten x alle 
möglichen Werthe giebt, oder wenn man x sich stetig verflndern Ififst: 
welches ist alsdann der Ort des Punctea P? nnd welche eigenthflmliche Be- 
ziehung hat dieser Ort zu den drei festen Puncten A, B, O? 

6. Fflr beliebige Puncto eines Kegelschnitts lafst sich der Krflmmungs- 
balbmesser auf folgende sehr einfache Weise constnriren. 

Es sei z. B. eine Ellipse ABC (Taf. III. Fig. 5.) gegeben: man soll 
den Krflmmungshalbmesser fflr irgend einen Pnnct finden. 

Man ziehe eine Axe AB der Ellipse (gleichviel welche), lege in dem 
Puncto C die Tangente CD, die von der Axe in D begrenzt wird, nnd er- 
richte auf dieselbe in C die Normale CM. Mit der Tangenla CD beschreibe 
man um C einen Kreis» welcher die Axe AB zum zweiten male in E schnei- 
det; ziehe die Gerade CE, welche der Ellipse zum zweiten male in F be- 
gegnet, errichte auf die Sehne CF, in ihrer Mitte G, die Senkrechte OM: ao 
wird diese die Normale CM im Krflmmungs-Mittelpuncte M schneiden, so 
dafs MC der verlangte Krflmmungs-Halbmesser ist. 



Bemerkung zu dem Aufsatze No. 14. dieses Bandes. Das hier ge- 
fundene Resultat: „dafs die geordneten Verbindungen mit Wiederholungen 
aus geordneten Verbindungen ohne Wiederholungen abgeleitet werden kön- 
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iien ^ findet sieb auch in der „Analysis^^ von Schweins, vom Jahre 1820, 
und besonders klar und umfassend bat dieser nimliche ausgezeichnete Com- 
binatoriker denselben Gegenstand in seiner neuern Schrift ^^Gröfsenlehre, 
systematisch bearbeitet/^ Leipzig, bei Leop. Vofs, 1833, behandelt. 



Errata 

pour le Mimmre de Hr. Liouville iur une farmule d'AnalyMß insiri dans 

le iome XII. de ce Journal, 4^* cahier. 

Ptige 213, ligne 5, au fieu dey , lises / , 

— 274, — 15: ajoutez dans le seeond membre de'l*iquation le (acteur <p(«+ nA). 

— — — n, au lieu de / lisez / 

— 276, — 21, au lieu de Ffjj + /?), lises P(« + Ä). 

— 278, — 19, au lieu de $ lisez £. 

n n 

— 280, — 1, au lieu dcy , lisczy . 

— 280. - 17, au lieu de ^^^j^ Hsez -^^^^j^- 

— 284, — IK au lieu de (F), lisez (£). 



Errata in diesem Bande. 

Seite 60 Zeile 10, 11 statt nomeros integres j», aut n, lies uumeros integres posi- 

tivos aot negatives. 

— 6S — 7 st valor ipaas « 1. valor ipsins X 

tc * -* 1 -i 

— — — 10 St. *■ * — !• Tl i — . 

urty^w ^*tang*^ 
_ _ _ 12 gl. iQi) l *(«). 
_ 63 _ 4 T. u. st. «• 1. a 0. 
~ 66 — 5 St. » 1. X. 

— 67 — 5J0 st -•-1—u, L—ü^^-l, 

— 68 — 17 st 4- i- — • 

— 78 — 8 st tantura muWplieatem L tantam multiplicitatem. 

— 277 — Ist 20 1. 21. 

— 816 ist die Überschrift der Abhandlung, so wie die der Seiten von 315 bis 320 

zu lesen: Aufstufungen der zusammengesetzten Functionen. 
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